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3 Lineare Algebra

3.5 Endomorphismen und Determinanten

3.5.6 Die Determinante eines Endomorphismus

Wiederholung:
V sei K-Vektorraum (K =R, C)

¢ : ViV, linear (”Endomorphismus”)

Frage: Kann in V eine Basis vy, ..., v, gefunden werden, so dass die darstellende Matrix ”dia-

gonal” ist, d.h.
A1 0
A2

0 An

Sei A € K™ die darstellende Matrix zu ¢ zu einer Basis ey, ..., e,.

1 2
7= A7  Bsp. A=
(7)) = AZ sp (0 1)

In Matrizen ist die Frage jetzt: gibt es S € K™*"; det S # 0
A1 0

mit SAS~! = IO ()
0 .

Vorteile: 7 = ajvy + ... + apvy, = @(Z) = agA1v1 + ... + apApo,

k >\1k 0
M 0 .
A2
= ' Gilt (*), dann ist
0 An '
0 Ak
A1
A=8"1 S
An
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2 LINEARE ALGEBRA

A F 0
AoF
A= g7t () 857 () S = 57 ‘ s
0 P
Sprechweisen: A € K™*™ heifit diagonalisierbar, wenn es S € K™*™ mit detS # 0 und
A1 0
S7IAS = gibt fiir geeignete \; € K.
0 A

Ein Endomorphismus ¢ : V' O heifit diagonalisierbar, wenn bzgl. einer (und damit aller) Basis

die darstellende Matrix diagonalisierbar ist.
Fragen: welche A sind diagonalisierbar? Was bedeuten die \;?

Eigenwerte und Eigenvektoren: ist vy, ..., v, eine Basis von V zu der ¢ eine Diagonalma-
A1 0

trix hat, dann gilt p(v;) = Ajv;.
0 An
Will man solche suchen, dann suche A € K und v € V' \ {0} mit o(v) = Av

Definition: Sei ¢ : V O ein Endomorphismus. A € K heifit Eigenwert (EW) von ¢, wenn es
v e V\ {0} gibt mit p(v) = Av.

Geometrische Bedeutung: fiir A # 0 wird die Gerade Kv von ¢ auf sich selbst abgebildet.

Def.: ist A € K Eigenwert von ¢ und v # 0 mit ¢(v) = Av, dann heiit v Eigenvektor (EV)

von .
Seien v1,v2 EV zum selben EW \. Dann ¢p(v1 £ v2) = ¢(v1) £ ¢(v2).
Eig(\) = {v € V : Eigenvektoren zu A} U {0}, ist UVR von V und heiBt Eigenraum zu \.

Satzchen: ¢ ist diagonalisierbar < es gibt eine Basis aus EV zu ¢.

Ist ¢ diagonalisierbar, dann sind die Diagonaleintrige EW von ¢.

Berechnen der Eigenwerte: gesucht sind A € K mit ¢(v) = Av l6sbar mit v # 0.
(p—Aid)v=0

SATZ. A€ K ist EW zu ¢ & det(¢ — Aid) = 0.
Wihle eine beliebige Basis von V. Sei A die darstellende Matrix.
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3.5 ENDOMORPHISMEN UND DETERMINANTEN 3

ail — A a1 (05T

a as — N ... aon

det(p — Nid) = det(A — AE) =det |+ 2 ?
Anp — A

Dies ist ein Polynom in A, Grad n.

Heift charakteristisches Polynom von ¢; in Zeichen p,(\)

1 2 1—A 2
Beispiel: A = A) = det =(1-))?
P 01 pa(}) < 0 1 A) (1=2)
”doppelte Nullstelle” A = 1.
ail *
. . a2 . . .
Allgemeiner: sei A = ‘ eine ”obere Dreiecksmatrix”.
0 Ann

Dann sind a11, a2, ..., Gn, die Eigenwerte von A.

SATZ. Sei V ein n-dimensionaler K-VR und ¢ : V' O ein Endomorphismus, der n verschiedene
Eigenwerte Aq, ..., A, hat.

Dann ist ¢ diagonalisierbar.

Die Begriindung liefert ein Verfahren, welches auch eine Basis aus EV auffindet. Induktion
iiber n: Ind.-Anf.: n = 1, jede Matrix ist diagonalisierbar.
Sei jetzt n > 2 und v; EV zum EW A;.

Zeige: vy, ..., vy, sind linear unabhéngig.

Falls ajv1 + ... + apvp, =0 (aj € K)

Wire etwa oy # 0, dann ist
0=¢(0) =p(av] + ... + apvy) = a1p(vy) + ... + anp(v,)

0=a1A\v1 + ... + ap vy,

Nur vertréaglich fir o = ... = a,, = 0.

Finde die vj : (A —A\jE,)v; =0
Wiederholung:
Sei stets V' ein n-dim. VR, ¢ :© Endomorphismen dargestellt durch eine n x n-Matrix A

(nach Wahl einer Basis)

Gibt es v € V'\ {0}, A € K mit | p(v) = \v|, dann heifit A EW von ¢ und v EV zu \.

http://jensnitschke.name — etk65754@Qstud.uni-stuttgart.de



4 LINEARE ALGEBRA

Idee: EW und EV sind ”charakteristisch” fiir ¢, helfen insbesondere, die Geometrie von ¢

zu verstehen.
Pp(A) = det(p — Aid) = det(A — AE,,) heiBt charakteristisches Polynom.
Aist EW & p,(A) =0

Eigenvektoren werden aus (¢ — Aid)v = 0 bestimmt, nenne Losungsmenge
Kern(p — Aid) = Eig()\) Eisenraum

zZu A

Diagonalisierung. Welche ¢ lassen sich zu einer geeigneten Basis durch eine Diagonalmatrix

beschreiben? Solche ¢ heiflen diagonalisierbar.
A 0
A2

0 An

SATZ.  diagonalisierbar < es gibt eine Basis aus EV von .
Eintrédge der Diagonalmatrix sind die EW.

¢ ist hochstens dann diagonalisierbar, wenn p,,(A) mit Vielfachheit) n Nullstellen hat, d.h.
Pe(A) = (A1 = AN)(A2 = A)c(Ap = A)

SATZ. Sind Ay, Mg, ..., A verschiedene EW von ¢ und v; EV zu A;, dann sind vy, vg, ..., v, linear

unabhéngig. Hat ¢ n verschiedene EW, dann ist ¢ diagonalisierbar.

Beispiel 1: ¢ : R?® — R3.
o(x,y,2) = (—y+ 2, =3z —2y+ 3z, —2x — 2y + 32)

0 -1 1
Matrix zur Standard-Basisist A= | -3 -2 3
-2 -2 3
—A -1 1
po(A)=det [ -3 —2—-X 3 =-A=12\+1)

-2 -2 3—-A

Eigenwerte A = 1 (doppelt), A = —1.

—1 ist einfacher EW, vy, v EV dazu, lin. unabhéngig.
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3.5 ENDOMORPHISMEN UND DETERMINANTEN 5

v1, V2, w Basis

-1 0 = —1—-A 0 *
0 -1 = 0 1= *
0 0 = 0 0 * — A\

LEMMA. Hat das char. Polynom p, bei X eine k-fache Nullstelle, dann gilt dim Eig(\) < &

FEigenraum zu A = 1:

-1 -1 1 1 0
-3 -3 3 x2 | =101,
-2 -2 2 xs3 0
0
bleibt nur z3 — x9 — 1 = 0, Basis zu Eig(1) ist z.B. | 0 1
1 1
1
A = —1. Rechne dazu EV aus: | 3 |;
2
1
Eig(-1)=R [ 3
2
1 0 1 1 0 0
Darstellende Matrix von ¢ zur Basis | 0 1 3l1ist |O 1 O
1 1 2 0 0 -1

1 0 0 0
Nachrechnen mit ” Basiswechsel”. Transformationsmatrix fiir O) 1 0l— 10 1
0

N~

Il
_ o =
= o= O
N W =

1 2
Beispiel 2: R? — R?; 1
01 To

1 ist doppelter Eigenwert.

0 2 1 1 2
Eig(1) = Kern{# — (0 0 7} = {222 = 0} = R 0) ; dimEig(1) = 1; also ist <0 1)

nicht diagonalisierbar, obwohl das char. Polynom 2 Nullstellen (eine ”doppelte”) hat.

Erinnerung: cin Polynom p(z) hat ”in z( eine k-fache Nullstelle”, wenn p(z) = (z —z¢)*q(z)

http://jensnitschke.name — etk65754@Qstud.uni-stuttgart.de



6 LINEARE ALGEBRA

mit einem Polynom ¢ ist, aber nicht mit k£ + 1.
Das ist dasselbe wie p(z9) = p/(z0) = ... = p**+D (z9) = 0, p*)(z0) # 0,

Begriindung fiir Hilfssatz: r = dim Eig()\); Basis vy, ..., v, davon.
Ergénze zu Basis von V', durch wy1, ..., wy.

Matrix dazu:

A0 ?2 9
0 A
0
n A
0
0 0 = ?
N

p(t) = Matrix 2

SATZ. Sei ¢ : V O Endomorhpismus eines n-dim. VR’s V. Es gilt: ¢ ist diagonalisierbar

genau dann, wenn gleichzeitig

() Po(A) = (A1 = A) (A2 = A)o.(An = A)

(ii) dimEig();) = Vielfachheit von A;
denn: ) dimEig(\) = n & dim Eig(\;) = Vielfachheit
Trigonalisierung. Wenn Abbildung ¢ : R"™ — R" durch A € M™*"(R) gegeben ist, dann
betrachte ¢ : C" — C": ¥'+— AZ

Versuche ¢ {iber C zu diagonalisieren. Ergebnis kann auch iiber R” benutzt werden.

Vorteil: p, hat stets n komplexe Nullstellen.

1 2
Nachteil: (ii) i.a. nicht erfiillt, (0 1) hat auch tiber C nur dim Eig(1) =1

Matrix3 € M™*"(K) heifit obere Dreiecksmatrix.
n
Sei A so eine. Dann pa(A) = [] (aj; — A)

j=1
SATZ. Sei ¢ : V — V Endomorphismus eines K-VR’s V. Dann sind &quivalent:

(i) p, hat n Nullstellen (in K) (mit Vielfachheit)

http://jensnitschke.name — etk65754Qstud.uni-stuttgart.de



3.5 ENDOMORPHISMEN UND DETERMINANTEN 7

(ii) ¢ ist trigonalisierbar, d.h. es gibt eine Basis von V, zu der die darstellende Matrix

Oberdreiecksmatrix ist.

Folgerung: iiber C ist jeder Endomorphismus trigonalisierbar.

Verfahren zur Trigonalisierung:

(1) Wihle einen EW, A, bestimme dazu EV v;. Ergéinze zu Basis von V' durch wy, ..., wy,.
Matrix aufstellen: Matrix 4
B kann aufgefasst werden als lin. Abb. auf W = Kws + ... + Kw,

Po(t) = (t = A1)ps(t)
Jordan-Normalform.
Matrix 5
Wiederholung:
Trigonalisierung: Sei V' ein n-dimensionaler K-VR, ¢ : V O linear. Genau dann gibt es

eine Basis von V', zu der ¢ durch eine obere Dreiecksmatrix !"Matrix 6!!! dargestellt wird,

wenn p,(t) = det(yp — tid) in Linearfaktoren zerfallt, d.h.

Pe(t) = (A —t)(A2 = 1)...(An — 1)

(Uber C geht das immer; in R nimm Umweg iiber C; iiber anderen Koérpern list sich das

ahnlich erzwingen)
Die Jordan’sche Normalform
Idee: wihle eine obere Dreiecksmatrix mit moglichst wenig Eintrégen.

J(r,\) = Matrix 7 € M"™"(K)

” Jordan-Kasten”

Potenzen von J(r, A) sind ”leicht”

Einschub!!

SATZ. (Jordan-Normalform = JNF). Sei ¢ : V ¢ Endomorphismus eines n-dim. K-VR’s,

P, (t) habe n Nullstellen (mit Vielfachheit). Dann gibt es s € IN und Eigenwerte A1, ...\, s0

dass zu einer geeigneten Basis die Matrix zu ¢ die Gestalt

http://jensnitschke.name — etk65754@Qstud.uni-stuttgart.de



8 LINEARE ALGEBRA

Matrix 8

Hinweise:
(i) diagonalisierbar ist ¢ < alle 7; = 1. Dann ist die JNF die Diagonalmatrix.
(ii) die vorkommenden Jordan-Késten sind eindeutig bestimmt, nicht ihre Reihenfolge.

(iii) Jeder Eigenwert steht so oft auf der Diagonalen, wie die Vielfachheit der Nullstelle von
Py Das kann mehrere J(r, ) bedeuten (mit demselben ).

(iv) Manchmal lésst sich die JNF ”erraten”

Beispiel: ¢ : R? — R? mit A =

o o =
N

0
2 | zur Standardbasis p,(t) = (1 —t)3; 1 dreifacher
1

EW.

Kandidaten fiir die JNF':

1 0 1 1
1 , Matrix 9, 1 1]1;
0 1 1
dimEig(1)=3 =2 =1
0 1 0
2
A— FE5=
0
x
(A—E3) |y | =
z
Eig(1) = {(=,0, 0 . x € R}, dim = 1. Es muss also eine Basis v1,v2,v3 des R? geben mit
10
darst. Matrix 11
0 1
p(v1) = v1

o(v2) = v + V2
o(v3) = v2 + v3

Wiéhle v; = (1,0,0)

http://jensnitschke.name — etk65754Qstud.uni-stuttgart.de



3.5 ENDOMORPHISMEN UND DETERMINANTEN 9

rx+y 14z
Ansatz: vo = (2,y, 2) p(v2) = | y+22 = y
z z
= vy = (x,1,0)
v3 = (a, b, c)
a+b T+a
v(a,b,c) = | b+ 2c = 1+5b c:%,bzx
c c

=v3=(a,z,3)=>zr=a=1

Verfahren bei dim Eig()\) = 2, im R3, 3-facher EW \.

JNF: Matrix 10

Angenommen, fi, fz seien Basis von Eig(1).

Ansatz: Uy = alﬁ —i—agﬁ; mit o, ag € R frei. Suche v3 mit p(ve) = vy v und p(v3) = va+vs.
Sind v und v3 berechnet, dann ist mindestens einer von fi, f_é zu U9 lin. unabhéngig; diesen

nenne 91; v1,v9,v3 sind die gesuchte Basis.

Mit diesen Tricks lédsst sich JNF immer dann bestimmen, wenn es nur einen EW gibt, also
Po(t) = (A—1)"

Der allgemeine Fall kann auf diese Situation zuriickgefiihrt werden.
Idee: "Hauptraume”
Eig(\) ={v eV : ¢p(v) = v} = Kern(p — A\id)
={Z: (A-\E)Z =0}
U Kern(¢ — Xid)® = H()), ist VR, heift Hauptraum zu .
s=1
SATZ (Hauptraumzerlegung). Sei V ein n-dim. K-VR, ¢ : V O linear
mit py(t) = (A1 — )" (A2 —1)™2...(As — 8)"
mit 71 + 72 + ... + rs = n und paarw. verschiedenen Ay, ... .
Dann gilt: dim H()\;) = rj, p(H()\;)) C H(\;) fiir alle j.

Wihle Basen wl(j); 1 <1< rj von Hj. Diese zusammen bilden Basis von V.
Die Matrix zu dieser Basis hat die Form

Matrix 11

Jetzt in jedem Hauptraum den ersten Teil der heutigen Vorlesung anwenden.

http://jensnitschke.name — etk65754@Qstud.uni-stuttgart.de
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Zwischenspiel von 3 nach 4: Lineare Dgl.

mit konstanten Koeff.

1. Matrizenfunktion
A e o,

A'=F, = LA A2 =AA, .. AF
0 1

Sei p(t) = cpth + ... +cit+co: g €C

p(A) = AP + ...+ 1A+ B,

SATZ. (Cayley-Hamilton)
Sei A € C"*™ und p4 das charakteristische Polynom dazu. Dann gilt
pa(A) = (0) e C™*"

Idee: v EV zum EW )\ von A.
pa(t) = cpt™ + ...+ o
p(A)v = c, A" + ... + coEnv = cp N0+ e 1 AT 4 L ot = pa(N)T

Ist A diagonalisierbar, ist das schon ein Beweis.

Effekt vom Basiswechsel:
Basiswechsel dndert A zu S™'AS mit S € C™*", det S # 0.
AF (S~TAS)F = S~ AkS
p(STTAS) = S71p(A)S

Definition: (Matrizenexponenzialfunktion).
o0
A€ €™ Dann sei exp(A) = E, + A+ A2+ J A3+ ... = > LAF

k=0
Gemeint ist dies wie folgt:

K
Zu jedem K bilde Y. L A* = Xp € Cxn
k=0 "

Ist X = (xg())lgi,jgn, dann ist exp A = ( lim :CZ(JK))M

K—oo

http://jensnitschke.name — etk65754@Qstud.uni-stuttgart.de



12 LINEARE ALGEBRA

Behauptung: dies ist fiir jede A € C"*"™ konvergent.
Allgemeiner: Matrizen in Potenzreihen einsetzen!

"Matrizennorm”. A = (aij)1<ij<n |All = > laigf?
- 1<i,j<n

T=(21,.,2pn): || 7] = \/]x1|2 + o+ |zp]?

LEMMA. (Ubung). A, B € C™", & € C", dann gelten |[|AB|| < ||A|||B|; ||AZ]| < || A||||Z]|

oo
SATZ 2. Sei f(t) = 3. cxt* eine Potenzreihe mit ¢; € C und Konvergenzradius r > 0. Sei
k=0

o0
A € €™ mit ||A]| < r. Dann konvergiert die Matrizenreihe > ¢ A* in jedem Eintrag abso-

k=0
lut.

Idee: Majoranten-Kriterium: |a;;| < || Al | AF|| < ||A||*
S ler] AR < 37 Jex ||| All¥, konvergente Majorante fiir jede Komponente

Anwendung: Niherungsberechnung von A~!
oo

Fir [t < list (1—#)~' =L =3 ¢
k=0

Nach Satz 2 ist fiir ||A]| <1

o) K 0
(Ba—A)1= 3 A= 3 AR+ F; |F < X (A% = AR g
k=0 k=0 k=K+1

Ist B € C"*", schreibe B=FE, — A

Basiswechsel: LEMMA. Sei f wie Satz 2 und S € C™*", det S # 0.
f(S7LAS) = S~1f(A)S

K
denn: pg(t) = Y ext™  pr(STTAS) = S pg(A)S

k=0
Komponentenweise K — oo.

Zur Ubung siehe man/frau sich an, wie sin A, cos A usw. aussehen!

LEMMA 2. Seien A, B € C"*" mit AB = BA. Dann gilt
exp(A+ B) =exp Aexp B

00 00 k k
Idee: exp(A+ B) = kz H(A+ B)F = kz %IZ <l> AF-LB
-0 =0 1=0

(A+B)?= A+ AB+ BA+ B?

o0
expAexpB = ) %Ak%Bl (wie bei exp fiir ”Zahlen”)
k,1=0

http://jensnitschke.name — etk65754@Qstud.uni-stuttgart.de



3.5 ENDOMORPHISMEN UND DETERMINANTEN

13

A1 0 b 0
D= ; DF =
0 An 0 Ak
p(A1) 0
Fiir Polynome p ist also p(D) =
0 p(An)
A1 0
LEMMA 3. Sei f wie in Satz 2, D = mit || D|| <.
0 An
f(A) 0
Dann gilt f(D) = g
0 f(An)
Insbesondere gilt
e} 0
exp(D) =
0 e

Folgerung: A diagonalisierbar, ||A|| < r. Dann wihle S mit S~*AS = D diag.,

f(M
f(A)=f(SDS™) =Sf(D)S~H =571 S
f(An)
Wiederholung:
A e CTLX’VL
B B2
0 | C 0 | C?
Bc Crxr; C e (D(nfr)x(nfr)
B 0 B 0
exp/ ‘ \ = (exp ’ \
\o 1 ¢/ Lo | epC)
Insbesondere gilt fiir eine Matrix in JNF
Matrix 12
A1 0 exp™ 0
(verallgemeinert die Formel exp =
0 An 0 expn

http://jensnitschke.name — etk65754Qstud.uni-stuttgart.de



14 LINEARE ALGEBRA

Mit dieser Formel kann durch Basiswechsel stets exp A berechnet werden, wenn exp(J(r, A))
bekannt ist, denn wenn

S~1AS in JNF ist, dann ist

S~1(exp A)S = exp(Jordan-NF)

exp(J(r, A)) kommt gleich! (— (4))

2. Wege im R”

Z: I —R": I CR Intervall;

T(t) = (21(t), ..., 2n ()

Solche Abb. heiflen Wege (Kurve).

Ein Weg Z(t) heifit stetig, bzw. differenzierbar, stetig differenzierbar etc., wenn dies fiir alle
2(t) (1< § <n) gilt

Beispiel 1:

7: R— R?

Z(t) = (cost,sint)

Die Menge spur(z(t)) = {Z(t) : t € I} ist das "Bild” des Weges; "vergisst die Zeit”

Sei jetzt Z(t) ein diffb. Weg;
T (t) := (2} (t), ..., 2 ())

heifit Ableitung von & nach t.

In Beispiel 1 ist Z/(t) = (—sint, cost)

N

NP,

Beispiel 2:
7:R— R?

z(t) = (£2,3)
T = t2, T9 = t3

/L1 = t= \3/.7}2

http://jensnitschke.name — etk65754@stud.uni-stuttgart.de



3.5 ENDOMORPHISMEN UND DETERMINANTEN 15

Bild 2
o' (t) = (2t, 3t2)

Bemerkung: Ist #(t) diffbar mit #(ty) # 0, dann ist #(t) ein ”Tangenzialvektor” an die
Spur. Physikalisch ist #'(¢) ein Geschwindigkeitsvektor.

Bild 3

lim T(t)—Z(to) _ f’(t)

t—tg Lt

3. Lineare Differentialgleichungssysteme

Erinnerung: 4/(t) = y(t) hat als Losung genau y(t) = ce

Losungsmenge: 1-dim VR.
"zeitabhéngige Matrizen” A(t) = (a;j(t))i<i j<n sind Wege von einem Intervall I — C™*";
7diffb. Matrix” < a; ;(t) alle diffb.

Ein homogenes, lineares Dgl.-System ist gegeben durch | (t) = A(t)#(t)

Ausgeschrieben sind das n Dgl. 1. Ordnung:
y1(t) = an1()ya(t) + ... + awn(t)ya(t)

Yn(t) = am (Oy1(t) + .. + ann(t)yn(?)
Eine Losung des Dgl.-Systems ist ein diffb. Weg ¢/(t) mit ¢’ (t) = A(t)y(¢).

Die Losungen bilden einen VR.
Sind Z(t), (t) Losungen, dann ist Z(¢t) = Z(t) — ¢(t) auch eine Losung, denn
Z(t) =2'(t) - 7' (t) = A@)Z(t) — A()g(t) = A(t)Z(t)

SATZ 2. Sei A(t) ein stetiger Weg in C"*™. Dann hat der Losungsraum
L ={y: R — C" stetig diffb.; 77 (¢t) = A(t)y(¢)}

Dimension n. Die Abbildung

C" — L; Z+ ¢(t) mit y(0) =2

ist ein Isomorphismus (linear, bijektiv)

(Beweis in HM3)
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16 LINEARE ALGEBRA

Ziel: ist A konstant (unabhéngig von der Zeit), dann kann L explizit angegeben werden!

Glossar: Elemente von L heiflen Losungen.

Basen von L heiflen Fundamentalsysteme.

Ist A(t) = A fiir alle t, heifit ¥/ (t) = Ay(t) lineares homogenes Dgl.-System mit konstantem
Koeft.

Bemerkung: eine gewohnliche Dgl. n-ter Ordnung, linear, konstante Koeff., ist eine Glei-

chung
n—1 )
y™(t) = ZO cjyI(t)
‘]:

y"(t) = ay'(t) + by(t)

Dieses Dgl.-System 1. Ordnung fiir

Wiederholung:

A € C™*". Gesucht sind diffb. Funktionen yq,...,y, : R — C

mit ¢ (t) = Ay(t) (lineares Dgl-System 1. Ordnung, homogen, mit konstanten Koeffizienten)
In diesem Problem enthalten sind Dgl. n-ter Ordnung folgenden Typs

y: R — C, n-mal diffb., 4 (t) = ¢, 1y D (t) 4 ... + c19/(t) + coy(t)

! o 1 o0 .. .. O

yO(t) y(1) R . yO(t)
. " _
: ' 0 0 1 '
y(nfl) <t) y( )(t) co C1 oo Cp—1 y(nfl) (t>

Bemerkung: eine Dgl n-ter Ordnung y™ = ¢, 1y + . + coy(t) ist dquivalent zum

System
0 1 0
7=cjmitc=|"
0 0 1
co ... o Cp—1

4. Explizite Bestimmung von Fundamentalsystemen

Gegeben ¢ = Ay; L = Menge der Losungen; ist BR der Dim. n.

Angenommen, wir hétten eine Basis gefunden: ¢ (), ..., ¥, (t) :

http://jensnitschke.name — etk65754@Qstud.uni-stuttgart.de



3.5 ENDOMORPHISMEN UND DETERMINANTEN 17

Fasse dies als Spalten einer Matrix auf: Y (t) = (¢1(t), ..., ¥n (1))

Y'(t) = (71(1), -, T (1)) = AY (¢)
Jedes Fundamentalsystem 16st diese ” Matrizen-Dgl.”; Matrizen, die diese 16sen, enthalten als

Spalten Lésung von i = Ay

Beispiel: n =1. A= ()\): v = \y; z.B. ist y(t) = e Losung, L = {ce*; c € R (oder C)}
Betrachte Y (t) = exp(tA) fir t e R; A € C"*"

Zeige: Y'(t) = Aexp(tA) = AY (t) und exp(tA) ist invertierbar.

SATZ 3. Sei A € C"*"; Dann ist durch die Spalten von exp(tA) eine Basis des Losungsraums
von ¥ (t) = Ag(t) gegeben.

Begriindungen:

pa) =" pr) = kot

Ep(tA) = LA = (St AF = kb1 AR = Ap/(tA)
(formal die Kettenregel!)

p(z) = cpa® + ... +co

dip(tA) = Ap'(tA)

Deshalb gilt auch % exp(tA) = Aexp(tA)
k

denn exp(tA) = klim > % (tA)!, und Potenzreihen konnen gliedweise differenziert werden!
T0U=0

Erinnerung: AB = BA = exp(A+ B) =exp Aexp B
E, = exp(tA —tA) = exp(tA) exp(—tA), also exp(tA) invertierbar, Inverses ist exp(—tA).

5. Explizite Berechnung von exp(tA)

Einsatz der JNF. Gegeben A. Dann gibt es S € C™*", det S # 0, so dass S™'AS in JNF ist.
exp(tA) = SS~lexp(tA)SS—! = Sexp(t(S~1AS))S~!

Ist

(S71AS) = Matrix 13

Es bleibt also nur noch fiir r € IN, A € C

exp(tJ(r,\))

zu berechnen.
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18 LINEARE ALGEBRA

0 1 0
Erinnerung: J(r, \) = Matrix 14 = AE, + N,; N, =
0 0
00 1 0 0 0 1
0
NE = 1 ’N:_l - 0
0
0 0 0 0
exp(tJ(r,A)) = exp(t\E, + tN,)
= exp(tAE,) exp(tN,)
= e\E, exp(tN,)
= ¢ By + N, + SNZ + .+ oy Ny
1,2 1 -1
Lt 5t et
1,2
1t L
— ot
1
c1a
0 t
1

Aufgabe: JNF mit Basiswechsel herstellen. Dann kann das Fundamentalsystem explizit aus-

gerechnet werden.

! 1 4
Tipp: Lose y} = a explizit.
Yo 0 2 Y2

Reelle Fundamentalsysteme: ist A € R™ ™, dann hat ¥ = Ay auch einen n-dim. reellen
Losungsraum.

Treten dabei echt komplexe EW, A ¢ R; dann ist mit A auch A ein EW. Addiere bzw. sub-

At

trahiere die Lsg. mit e, ej‘t; das liefert zwei reelle Losungen.
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4 Geometrie in und von Vektorraumen

4.1 Skalarprodukte (innere Produkte)

K =1 oder C: V sei ein K-VR (beliebig)

Erinnerung: auf R" war (Z,7) = i TiYi

ist in Z, ¥ linear; (%, 9) = (¥, ¥); o

(¥,Z) > 0; (&, Z) = 0 nur fiir = 0.

Def.: Sei V ein K-VR. Eine Abbildung
VxV—-=R: v,wr (v,w)

heifit Skalarprodukt, wenn gelten:

(i) Fiir jedes w € V ist v — (v, w) linear

(i) (v,w) = (w,v) Vo,weV
(iii) (v,v) > 0; und (v,v) =0 v =0
Beispiel 1: das gewohnliche Skalarprodukt
(&) =Y =

ist Skalarprodukt auf R™ und C"

o0
Beispiel 2: I = {(zp)rez : 7 € R, Y. a2 konvergent}
k=—0o0
wegen Cauchy-Schwarz konvergiert

o
(&) = > apyy fir £, € 17

k=—00

Ist Skalaprodukt!

Beispiel 3: L2(R) :={f: R— R, [ |f(z)|*dz existiere };

oo
(f,9) = [ f(z)g(x)dx existiert, hat Eigenschaften des Skalarprodukts.
—0o0
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20 GEOMETRIE IN UND VON VEKTORRAUMEN

Wiederholung:

Skalarprodukte: IX = R oder C; V sei K-VR. Eine Abbildung (;) : V x V — K. mit den
Eigenschaften

(i) Fiir alle w € V ist v — (v, w) linear
Beispiel:
(v1 + v2,w) = (v, w) + (v2, W) Vo, v €V
(Av,w) = Av, w) VoeV, AeK

(i) Y v,w €V ist (v,w) = (w,v)
Beispiel:

(v, w1 + wa) = (w1 + wa,v) = (w1, v) + (wa,v) = (v,w1) + (v, w3)

(v, \w) = Qw,v) = Mw,v) = Mv,w) (semilinear)
Warnung: manche Autoren haben semilineare 1. Komponente und lineare 2. Kompo-

nente!
(i) Vv e Vist (v,v) > 0; aus (v,v) = 0 folgt v = 0.

heifit Skalarprodukt auf V.

Beispiel: auf K" ist (Z,9) = > z,y, Skalarprodukt, auf
r=1
{f: R— Rstetig, [ |f(z)*dz ex.} ist durch

(f,9) = | f(z)g(xz)dz ein Skalarprodukt gegeben.

Fragen: 1. Andere "interessante” Skalarprodukte? Was nutzen sie? — Dgl.’s l6sen, z.B.
Schwindgungslgleichung.

Wie sieht man an einer quadratischen Gleichung.

Sei (;) ein Skalarprodukt (= inneres Produkt)
Dazu erklire ||v|| = v/(v,v) ("Norm von v”).
I|'[|: V —[0,00) mit

(i) |lv|=0<v=0

(i) Aol = /o, dv) = VAN v, v) = [A[||v]

(iii) [Jo +wl < [[ol] + [lwl]
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4.1 SKALARPRODUKTE (INNERE PRODUKTE) 21

(iii) folgt aus
SATZ 1. (Cauchy-Schwarz-Ungleichung)
Bei jedem Skalarprodukt auf einen K-VR V gilt fiir alle v,w € V die Ungleichung

[{v, w)] < [olf[[w]]

Beweis: A € K. Ist w = 0 sind beide Seiten 0. Also w # 0.
0 < (v+Aw, v+ Aw) = (v,v) + (Aw, \w) + (v, \w) + (Aw, v)
= [lwll? + AP [Jwl? + Mo, w) + Mw, v)

[(waw)[? _ (vw)

— 7<’va> 2 . _ (U,’LU>
A= Tw|[2 =0 SQ HUH + w2 w2 <’U,’Ll)> ] <w’1)>
o< bl -t
0 < [[v][*flw]l* = [{v, w)]
(v, w)[* < [Jo]]*[Jw]]?
Zu-Satz 1: |(v,w)| = ||v||||w] genau dann, wenn v, w linear abh. sind.

Es gilt ||v £ w||? = ||v||* + ||w]|? £ (v, w) & (w,v) (Satz des Pythagoras)

Dreiecks-Ungleichung:

lv+wl* < [Jol* + [[w]|* + 2[{v, w)]
< ol + [lwll? + 2[Jv ][ Jwl]
= (lv]l + [lwl))?

Parallelogrammgleichung: v,w € V
lv+w]? +lv —w]* = 2(v* + [w]|?)

Gibt es andere, ”interessante” Skalarprodukte?
Idee 1. ay,....,a, € R
Auf K" setze

(T, ¥)a =D awruly
dies ist Skalarprodukt, wenn alle a,, > 0, sonst nicht.

Idee 2: Sei V ein n- dim. K-VR und vy, ...,v, € V Basis.
Ist auf K™ ein Skalarprodukt (;) gegeben, dann ldsst sich dazu ein Skalarprodukt (;)y kon-

struieren: v = xyv1 + ... + v, mit £ € K"; & = Z(v) "Koordinaten”

(v, W)y = (Z(v), Z(w)) (%)

Ist linear, weil Z(v) linear; Symmetrie; (v, v)y > 0; (v,v)y =0 = (¥,Z) =0,

alsoZ=0=0v=0
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22 GEOMETRIE IN UND VON VEKTORRAUMEN

Dieselbe Rechnung zeigt: ist auf V ein Skalarprodukt gegeben, dann kann daraus nach Wahl
der Basis vy, ..., v, durch (*) ein Skalarprodukt auf K™ definiert werden.

Bei endl.-dim. VR reicht es, alle Skalarprodukte auf K™ zu klassifizieren.
n
Ansatz: (Z,9) = Y 2,7, Sei A € K"*". Betrache b(#, ) = '#(Ay) = (Z; AY)
v=1

Es gilt b(Z1 + T2, 9) = b(Z1,9) + b(Z2, ¥); b(AZ, ) = Ab(Z, )
st K =R, b(Z,7) = 'TAj = "(ZAJ) = '§1AZ = '§AT =4 t5AZ = b(g, T)

Definition: eine Matrix A € R™*" mit ‘A = A heifit symmetrisch. Eine Matrix A € C"*"
mit *A = A heiit Hermite’sch.

Zusammenfassung: Eine Abbilung b : R™ x R"™ heif§t bilinear, wenn fiir alle € R die
Abb. # +— b(Z,¥) und fir alle £ € R™ die Abb. § +— b(Z,¥) linear sind. Jedes solche b hat
genau eine Darstellung b(Z, 7)) = ‘ZAy mit einer Matrix A € R™*". (das wurde nur zur Hilfte

gezeigt! Rest Ubung!). b ist symmetrisch, d.h. b(z, %) = b(7, Z) ¥V &, € R® < A symmetrisch.

Analog: auf C™ betrachte Abb. b : C"xC" — C, die Z — b(&, §) linear haben, und i — b(Z, 7))
mit + vertauscht, aber b(#, \ij) = Ab(Z, %) (Sesquilinearform).

Gilt b(Z,y) = b(y, &), dann heifit b Hermite’sch.

b ist Hermite’sch < b(¥,¥) = 'ZAy mit A € C"*" Hermite’sch.

Bild 4

Eine symmetr. Bilinearform b: V x V — R auf einem R-VR V ist eine Abb. mit:
v — b(v,w) linear fiir alle w € V
b(v,w) = b(w,v)

SATZ 3.

(i) zu jeder symmetrischen Bilinearform auf R™ gibt es eine symmetr. Matrix (& ‘A = A)
mit b(Z,y) = FAY

(ii) ist V ein n~-dim. R-VR und b : V x V' — R symmetr. Bilinearform und ist vy, ..., v, eine
Basis, dann sei v = 2101 + ... + TpUp, W = Y101 + ... + YUy, dann gilt b(v,w) = TBY

mit B = (b(vs, vj))1<i,j<n

(iii) Ist v7,...,v; € V eine weitere Basis und ist S die Matrix des Basiswechsels ¥* = SZ,
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4.1 SKALARPRODUKTE (INNERE PRODUKTE) 28

dann gilt

|B* = '$71BS~! | mit B* = (b(v} vi))i<ii<n

(iii) heifst ”Basiswechsel” oder ” Transformationsformel” fiir symmetr. Bilinearformen

Eine Hermite’sche Form b: V x V — C auf einem C-VR V ist eine Abb. mit:
v — b(v,w) linear fiir alle w € V
b(v, w) = b(w,v)

SATZ 3°.

(i) zu jeder Hermite’schen Form auf C" gibt es eine Hermite’sche Matrix A
(& 'A=A) mit b(Z,7) = 'TAY

(ii) Ist V ein n-dim. C-VR und b : V x V — C Hermite’sche Form und ist vy, ..., v, eine
Basis, dann sei v = x1v1 4 ... + XpUp, W = Y1V1 + ... + YpUp

dann gilt b(v,w) = By mit B = (b(v;,v;))1<ij<n

(iii) Ist v7,...,v; € V eine weitere Basis und ist S die Matrix des Basiswechsels ¥* = SZ,
dann gilt

|B* = 'S'BS1| mit B* = (0(v], vj))1<ij<n

(i) heifit ”Basiswechsel” oder ” Transformationsformel” fiir Hermite’sche Bilinearformen

Experiment:
b: R™ x R" symmetr. Bilinearform; b(%,7) = 'FAy, tA=A
Ist A= (ai;), dann
b(E,F) = "FAT =Y aijmix;
1<i,j<n

2 2
=a112] + ... + annT;, +2 g Qi TiTj
1<i<j<n

Wenn es eine Basis gibt, zu der die Matrix zu b Diagonalmatrix ist, dann wird b(Z,Z) =

auaf% + ...+ a,mx%
Ziel: Das geht immer (”Hauptachsensatz”)

Def.:seib: V x V — K symmetr. bzw. Hermite’sch. Dann heifit @ : V — K
Q(v) = b(v,v) die b zugeordnete quadratische Form
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24 GEOMETRIE IN UND VON VEKTORRAUMEN

Bemerkung: aus ) kann b rekonstruiert werden. Fiir K = R ist

Qv+w)—Qv—w)=bv+wv+w)—bv—wv—w)
= Q(v) + Q(w) + 2b(v, w) — (Q(v) + Q(w) — 2b(v, w))
= 4b(v, w)

SATZ 4. (Polarisierung)

b(v,w) = 1(Qv+w) — Qv —w)) fir K =R

Das geht auch iiber C; betrachte Q(v +w) — Q(v — w) + Q(v + iw) — Q(v — iw)
Ubung!

4.2 Orthogonale und unitire Gruppe

Gegeben: IK-VR V' (beliebige Dimension), mit Skalarprodukt
lvw)| 4

l[ol[[lwll

Def.:
v,w € V heiflen orthogonal, wenn (v, w) =0

In Zeichen: v 1lw

Konstruktion:
sei W C V ein UVR

Wt={veV: (vw)=0YweW}
heifit orthogonales Komplement von W ist ebenfalls UVR

Fiir jedes w ist
Uy ={v: (v,w) =0} = Kern{v — (v, w)}
ist UVR

wt = N Uw
weW
und V ist die direkte Summe von W und W+

(das heiBt z.B., dass die Vereinigung von Basen von W und W+ eine Basis von V ist)

€; =1(0,...,0,1,0,...,0) € K" Gewohnliches Skalarprodukt:
T j-ter Index

0 j#k
(€),€k) = (1 '77é k) =: J;;, (Kronecker-Delta)
j =
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4.2 ORTHOGONALE UND UNITARE GRUPPE 25

Allgemein:

eine Basis (vj);jcs eines K-VR V' mit Skalarprodukt (,) heit orthonormal, wenn
(vj,vj) =1V j € J und

(vj,vp) =0V j # k € J gelten

ORTHONORMALISIERUNGSSATZ:

Sei V ein K-VR mit Skalarprodukt und eine Menge von Vektoren {vy : k € K} mit
logll =1V k € K und (vj,vg) = 0V j # k. Dann gibt es eine Orthonormalbasis von V/,
die diese Menge enthaelt.

Folgerung: wihle ein v € V, v #0

= = ﬁ hat Lange 1

wende Satz an: 3 Orthonormalbasis, die v, enthélt

= jeder IK-VR mit Skalarprodukt hat Orthonormalbasis (ONB)

Wie findet man eine ONB? (”Gram-Schmidt-Orthonormalisierung”)
Wiéhle v; € V mit |lvy|| =1

Ist dimV > 2, dann gibt es w, der von v linear unabh. ist.

A

(%) w

w1

Y

U1

Setze w1 = (w,vi)vy
vy 1= w — wy; (v2,v1) = (w,v1) — (wy,v1) = (w,v1) — (w,v1)(vy,v1) =0

Ersetze jetzt vy durch m

Allgemeiner:

sind vy, ...,vp € V mit [jv;|| =1, (v;,v5) =0 (i # j) und ist dies noch keine Basis, dann
wihle w € V' linear unabh. von den v;

Setze wy, = (w, v1)v1 + ... + (W, Vg) Vg

Dann steht w — wy, senkrecht auf allen v;.

Bei endl. Dimension fiihrt dies in endl. vielen Schritten auf ONB.

V={f: [-m 7] — R stetig} ist R-VR, dort ist

™

J f(t)g(t)dt = (f, g) ein Skalarprodukt

—T
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26 GEOMETRIE IN UND VON VEKTORRAUMEN

Untersuche, ob sin(kt), cos(kt) mit k € Z orthogonal sind

SATZ (ohne Beweis)

Eine stetige Abb. des R", die weder Lingen noch Winkel verdndert, ist linear.

Definition:

Sei V' IK-VR mit Skalarprodukt, ein Endomorphismus ¢ : V O
heiBt <orthogonal (wenn K = R)

, wenn gilt (v, w) = v), p(w)) fir alle v,w € V
unitar (wenn K = C)) gilt (v, w) = (p(v), p(w))

Ist dim V' < oo, dann ist jedes solche ¢ invertierbar; also ist fiir dimV < oo
O(V)={p: V — V orthogonal}, U(V) = {p: V — V unitér} jeweils eine Gruppe ”ortho-

gonale” und "unitére” Gruppe

Wiederholung:

K =R oder C; V K-VR mit Skalarprodukt.

¢ : V O linear. ¢ heifit orthogonal (IX = R)\unitir (K = C), wenn V v,w € V gilt
(v, w) = (p(v), p(w))

SATZ 1. Sei ¢ : V — V linear. Dann gilt:
@ ist orth\unitér < [|v|| = [|(v)|| Vv eV

H2 _

denn: ||v[|* = (v,v) =" trivial <= ”Polarisierung”

SATZ 2. Sei ¢ : V — V orth\unitér.

Dann gelten:
(i) Ist A EW von ¢, dann |¢| = 1.
(ii) ¢ ist injektiv

1

(iii) Ist dimV < oo, dann ist ¢ invertierbar und ¢~ orth\unitér.

v EV: ol = lle()]| = [[Av]l = [Al[[o]l; Kern(p) = {0}

Von jetzt an: dimV = n < oo. Ziel: verstehe Matrizen, die zu orthogonalen bzw. unitédren
Abb. gehoren.

Definition: Sei A € K™ ™. A heifit orthogonal (K = R)\unitir (K = C), wenn gilt ‘A = A~1.

O(n) = {A € R™™" orthogonal} ”Gruppe der orthogonalen Matrizen”
SO(n) ={A € O(n): det A =1} "spezielle orthogonale Gruppe”
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U(n)={A e C"™™: A unitdr} "unitire Gruppe”

SATZ 3. A € K™, Aquivalent sind:
(1) A orth\unitar
(2) die Spalten sind eine ONB

(3) die Zeilen sind eine ONB

Beweis: A orth\unitir & A= A"!

o 'AA=E, A = (dy,...,d,) mit Spalten @;

1 i=3j

0 1#j

SATZ 4. Sei V ein n-dim. K-VR mit Skalarprodukt, v, ...,v, sei eine ONB von V. Sei
@ : V — V linear und A die darstellende Matrix zu vy, ..., v,. Dann gilt

<~ tii 6j = <5J,62> = 52‘]‘ =

¢ orth\unitér < A ist orth\unitér.

Beweis: v,w € V; v =211 + ... + TpUp, W = Y1v1 + ... +Ypvp; T,y € K
n n n n
(v, wyv = (30 zivi, 3 yjvj)v = 2o @igi(vi, vj)v = Zlaszjj = (T, §)x»

=1 j=1 4,j=1 j=
Das zeigt
(v,w) = Ty = 'TE,Y
(o(v). p(w)) = HAF)AF) = 7 (1AD)] )
Also: (v,w) = (p(v), p(w)) Vv,w & 'TE,§j= & (TAA)y

SATZ 5. Sei V ein V-VR mit Skalarprodukt und ¢ : V O unitéar.
Dann gibt es eine ONB aus EV von .
(mit anderen Worten) Es gibt eine Basis vy, ..., v,, ONB, und die darstellende Matrix von ¢
A1 0
hat die Form mit |\ = 1.
0 An
Insbesondere ist ¢ diagonalisierbar. Ist speziell ¢ = p4 : C" O; & +— AZ mit A € U(n).
Wihle vy, ..., v, € C™ nach Satz 5. S = (vy,...,v,)
A1 0
S unitdr nach Satz 3. {SAS = ST1AS =
0 An

Beweis Satz 5. Induktion iiber n =dimV.n=1V
n > 2. Uber C hat’s EW; sei A einer; v EV; [jv| = 1.
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W={weV: (w,v)=0}; dimW =n — 1.

Zeige: (W) C W; (dann kann ¢ : W — W interpretiert werden; wéhle dann in W basis

V1, .oy Up—1 aus EV, ONB; = {vy,...,v,_1, v} ist gesuchte Basis!). Sei jetzt w € W. Zu zeigen:

p(w) € W.

0 = (w,v) = {p(w), p(v)) = (p(w), \v) = Mep(w), v)

Der reelle Fall von Satz 5:

b
A= € 0(2)
c d

Zeilen sind ONB nach Satz 3, also gilt
a2+ =1

A+d>=1, ac+bd=0

=dJda€eR; a=sina, b=cosa

o €R; c=cosa;, d=sind

0 =sinacosa’ + cosasina’ = sin (a + o)
Also a+ o € 7Z

SATZ 6. Sei A € O(2), dann 3 a € R mit
A (sina Ccos &

cosa —sino
oder

sina  — cos o
Ao )

cosa sina

Zusammenhang mit Satz 5: Fasse A € O(2) als Abb. C? — C?; 7 — Af7.
= A hat zwei komplexe EW A\ — |\ = 1; A =¢@

SATZ 7. Sei V ein n-dim. R-VR mit Skalarprodukt, ¢ : V — V sei orthoganl. Es sei
k = dimEig(1), | = dimEig(—1). Dann gibt es eine ONB, beziiglich derer ¢ durch eine

Matrix
1

mit D; € O(2) gegeben ist.
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Die Elemente von SO(n) (A € O(n) mit det A = 1) heiflen auch Drehungen; fir n =
2, n = 3 sind das nach Satz 7 die ”anschaulichen Drehungen”.

Bei n = 3 wird die Drehachse durch den EV zum EW 1 angegeben.

Bei det A = —1 enthilt A Spiegelungen.

4.3 Selbstadjungierter Endomorhpismus

In 4.3 stets: V KK-VR mit Skalarprodukt;
@ : V O linear. Gilt (v, p(w)) = (p(v),w) fir alle v,w € V, dann heiBit ¢ selbstadjungiert.

Ziel: Analog zu Satz 5 aus 2.

Definition: Ein Endomorphismus ¢ : V' O heifit selbstadjungiert, wenn (v, p(w)) = (¢(v), w)
gilt Vo,welV.

SATZ 1. Sei dimV = n und vy, ..., v, eine ONB. Sei ¢ : V O linear und A die Matrix zu ¢
bzgl. vy, ..., v,. Dann gilt:
¢ selbstadj. & A symmetrisch/Hermite’sch

denn: v = vy ot TnUn; W = Y101 + oo + YpUp.
(v, p(w)) = '7(Ay) = 'ZAT

s U b ..pselbstadj. & A= tA
(p(v),w) = “(AZ)y = 'T'Ay }

LEMMA. Ist ¢ selbstadjungiert und A ein EW von ¢, dann ist A € R.

denn: v EV, v # 0.
%(v,v) = </\U7U> - ((p(’U),U)

Av,v) = (v, Av) = (v, 9(v))
=A=A=)eR

Ist V n-dim. R-VR, dann interpretier ¢ : V O selbstadj. zunéchst als symm. Matrix A,
nach Satz 1. Dann ist A auch hermite’sch, und das Lemma kann angewendet werden auf
C" — C";, ¥+ AZ iiber C gibt’s n EW, diese sind alle reell.

Ist ¢ selbstadjungiert auf einem reellen Raum, dann hat pg dim V' reelle Nullstellen!

SATZ 2. SeidimV =n, ¢: V O selbstadjungiert. Dann gibt es eine ONB aus Eigenvektoren

von . Insbesondere ist ¢ diagonalisierbar.

Bedeutung: selbstadj. Abb. kénnen durch orthogonale Abb. diagonalisiert werden.

Beweis: Induktion nach n. Fiir n = 1 nix zu zeigen!
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n > 2: Es gibt EW A € K (s.0.), dazu v EV.

W={weV: (wv)y=0} dimW =n—1.
Rechne nach: o(W) C W. Sei w € W,

(p(w),v) = (w,¢(v)) = (w, \v) = Aw,v) =0

In W gibt’s ONB aus EV von ¢, z.B. vy, ..,v,—1. Wéhle v, = ||UT|| = tut’s.

Folgerung;: ist ¢ selbstadj. und sind A1, Ao EW von ¢ mit A\; # A2, dann stehen Eig(\;) und
Eig(A2) senkrecht aufeinander; d.h. v; € Eig(}\;) ist (v, v2) = 0.

Interpretiere Satz 2 in Matrizen: sei ¢ : V — V selbstadj.; v1,...,v, ONB. Dann hat ¢
darstellende Matrix A; symm./Hermite’sch
Dann gibt es S € O(n) bzw. U(n) mit

A 0
tSAS = S71AS = ;Aj EW von A
0 An

SATZ 3.

(i) Seib: V x V — K eine symm. Bilinearform/Hermite’sche Form.
bist genau dann ein Skalarprodukt, wenn es eine ONB von V' gibt, so dass (b(v;, v5))1<i j<n

nur positive EW hat.

(ii) Sei b eine symm. Biliniarform/Hermite’sche Form. Dann gibt es eine ONB wy, ..., w;, von
V, so dass die darstellende Matrix (b(w;,w;)) Diagonalmatrix ist.
(Zusatz: in den Koordinaten nach (ii) ist b(v,w) = Az1y1 + ... + ApZnYn, wenn v =

TIW + .. + Tpwy, W = yw1 + ... + Ypwy, ist.

SATZ 4. Sei A = (aij)1<i,j<n symm./Hermite’sch. Matrix 15
Sei A = (aij)1<i,j<k- Dann gilt:

t:EAgj ist Skalarprodukt < det A, > 0 fiiralle 1 <k <n

(Bew: Ubung; G. Fischer, Lineare Algebra, ”Satz von Hurwitz”)

Simultane Diagonalisierung

SATZ 5. Sei V ein endlich-dim. VR mit Skalarprodukt, ¢1,...,0r : V O selbstadjungiert
(oder orhtogonal oder unitér)

Genau dann hat V eine Basis aus EV zu allen ¢;, wenn gilt ¢; o ¢; = ¢; o ¢; fiir alle
1<i<j<n.
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Beweis: selber machen und in Gruppeniibung vortragen!
Sylvestersches Trégheitsgesetz

Seib: VxV — Ksymm. Bilinearform. Zu jeder ONB vy, ..., vy, ist (b(v;, v;)) symm./Hermite’sch;

wird diagonal bei geeigneter Basis.

SATZ 6. (Sylvestersches Trigheitsgesetz). Sei b wie oben, vy, ..., v, und wy, ..., w, seien Basen.
Sei A = (b(vi,vj))1<i j<n, B = (b(wi, w;)). Dann haben A und B dieselbe Anzahl positiver
EW, dieselbe Anzahl negativer EW und deshalb auch gleich oft 0 als EW.

Es gibt eine Basis uy, ..., u,, so dass die darstellende Matrix die Form

1
0
1
-1
hat.
-1
0
0
0
Waéhle Basis mit Diagonalmatrix:
A
‘z ¥=MT1y1 + . + AnTnYn

An

4.4 Quadriken (quadr. Gleichungen mit n Unbekannten)

K = R oder C. ”Unbestimmte” z1, ..., z, € K.
n
Z i T;T; + ZbZSUlJrC:O mit aij,bi,CE K
1<i<j<n i=1

ist die "allgemeine quadr. Gleichung in n Unbekannten”.

Ziel: verstehe die Geometrie der Losungsmenge!

Beispiele fiir n = 2:

2 2
21+ =1
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Bild 5

5112 4+ 2202 = 1

Bild 6

z1' = Vbr1, 12V 210
Bild 7

Ziel: verstehe Losungsmenge von

n
Z Qi T;T5 + Z bixi+c=0
i=1

1<i<y<n
g: (bb "7bn)? c= ('1:1’ 7mn)
S bz = (b, T)

n —
> agmwy = Y apmy; = 'TAA; A= (aj;)

1<i<j<n i.j=1
A symm.
1 1 T
2 2_ .21 1 2 _ 2 1
17 4+ 1122 + 2% = 217 + 52172 + 52271 + T2° = (21, 72) <1 1
1 9
2

Die quadr. Gleichung hat also die Form
LZAZ+ (b,T) +c=0

1. Schritt zu einer "Normalform”:
bringe linearen Anteil zum Verschwinden.
Wihle @y € R™ und setze § = & + o T=4y—x
Einsetzen in ;
Q(7) = '7AZ

0=Q(F— o) + (b4 — To) + ¢

= Q) + Qo) — 2 'FATo + (b, 7) — (b, 7o) + ¢

Q) + (b— 2470, §) + (Q(wo) — (b 7o) + )
Annahme: det A # 0. Dann gibt’s ein &y mit 2A%y = b.

Mit diesem Zp wird 7 4quivalent
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—

Q) =t} t = —c+ (b, 7o) — Q(Zo)-

Definition: Sei V ein reeller VR mit Skalarprodukt. Sei b eine symm. Bilinearform auf V,
Q(Z) = b(Z, 7).

Eine ” Quadrik” ist die Losungsmenge
{fveV: QW) =c}

fiir festes c € R.

— Jede allg. quadratische Gleichung auf R™ kann durch & — ¢ = & in eine Quadrik tiberfiihrt

werden.
2. Schritt: finde eine ”simple” Beschreibung fiir Q (Hauptachsentransformation)

Hauptachsensatz: Sei V ein R-VR, vy, ..., v, sei eine Basis.
Sei b: V xV — R eine symm. Bilinearform. Sei B = (b(v;, vj))1<ij<n die darstellende

Matrix. Dann gibt es eine Basis wy, ..., w, von V mit folgenden Eigenschaften:
(i) Die Matrix des Basiwechsels v; — w; ist orthogonal
(i) (b(w;i,w;)) ist Diagonalmatrix; Eintrage sind EW von B.

(Mehr als Paragraf 3, Satz 3; dort nur vy, ..., v,, ONB)

Anwendung: unsere Quadrik sei gegeben durch
tZAZ =t, A symm.
Dann gibt es S € O(n) mit

A1
tSAS =
An

In den Koordinaten 2’ = S lautet die Gleichung jetzt

] Mzi2 4 o Azn? = t\

”euklidische Normalform”

Wegen det A # 0 sind alle A\; # 0
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)\j >0= )\ij2 = (\/)\ij)Q = ’Uj2 mit v; = \/)\ij
)\j <0= >\ij2 = _‘)‘j|zj2 = —’Uj2 mit Vj = 4/ ‘)‘j|zj~

+v1?2 £ . o=t
%vf + ﬁvf + ..+ ﬁvﬁ =
Fall1: ¢t =0 +u2+ 2 +...+0v,2=0| ”Normalform der Quadrik”

Fall 2: ¢t # 0. Teile durch t; behandle i% wie vorher; |+u 2 £ ...+ u,2 =1

Bilder fiir die Normalformen bei det A #£ 0
2

— ’U22 =1 —’U12 — ’U22 = 1, leer

n=2: U12+U22:1, U1

Bild 8

Euklidische Normalformen:
)\111,12 + )\2u22 =1

A > 0, Ao >0

Bild 9

+012 £ 12 =0 vi2+ 2 =0 7=0
012—1)2220
S v1 = tug

Bild 10

Bilder fiir die Normalform bei det A # 0, n =3

Rechte Seite = 0: v12 £ v92 £ v32 =0

112 + 092 + 032 =0 < ¥ = 0. Ggf. mit —1 multiplizieren, neu nummerieren.
Bleibt 2x 747, 1x 7=, 012 + v92 = v32 "Kegel” ”Kreiskegel”

Bild 11

Rechte Seite = 1: +v12 + 092 + 032 = 1.
2

—v12 — 2 — w3 =1leer; 2+ 122 +v32 =1 ”Kugel”

Bild 12

12+ 2 — 32 =1
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Idee: 12 = v1% 4 vy?

vl =1=|r|>1

Bild 13

2)12 — 1)22 — 1)32 =1.

12 = 19?2 4 v3? vl-r2=1
Bild 14

Sonderfille bei

Sei . = Vielfachheit des EW 0.
det A=0=p>1.

1. Schritt: § = & + xg
Q) + (247, — b, i) =t

Fall 1: 2A%, = b ist 16sbar

Dann wie bisher, aber es treten p EW 0 auf.
Mz 4 o+ Apepzn—y® =t (1 mal EW 0)
Diese heiflen Zylinder.

Beispiel: n=3
v?2+v2 =1 (v ”frei”)

Bild 15

2

Bei v12 — w02 =1

Bild 16

Fall 2: 2A%, = b ist nicht linear. Dann diagonalisiere zuerst die quadr. Form. In den neuen

Koordinaten ist dann
Mz2 4+ )‘n—#zn—uQ + <§, 2=t

mit B € R™. in z; kommen Terme vor \;z12 + Bz, wende quadr. Ergéinzung an. Geht fiir

Zly ey Bn—p
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Dann ist durch Substitution 7 = @ + 2,
Nawi2 + ..+ ann—u2 + By p1Wn—pg1 + ... + Bpwyp =1

Bilder: n = 2: x? = y Parabel.
n = 3: Bild 17

Ubung: bestimme dazu die Gleichungen 22 + y% + 2 = 0
22—y’ +2=0

Zweites Intermezzo: die schwingende Saite

y(z,t)

TN TN -

Halte ¢ fest, betrachte die Funktion x +— y(x,t).
Ist diese diffbar, dann bezeichne die Ableitung mit %y(m, t) "partielle Ableitung nach z”.

Umgekehrt: ist ¢ — y(x,t) diffbar, schreibe %y(x,t) fiir die Ableitung davon. g—;y(x,t) =

zweimal nach ¢ differenzieren.

Gesucht sind Losungen y : [0, 1] x [0,00) — R der Wellengleichung
2 2 .

(%) G = G# mit y(0.8) = y(L,t) =0

und y(x,0) = f(x), G (x,0) = g(x)

mit gegeben Funktionen f,¢: [0,1] — R, "glatt”
Koénnen wir Lésungen raten?

cos(z + t),sin(x + t)
cos(n(x +t)),sin(n(z +1t))
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Hilbert-RAume. Ziel: wir beschreiben die Losungen der Wellengleichung in einem oco-dim.
Raum, mit Skalarprodukt.

o
P={(zn): 2 €CVn€EZ Y |z]* konvergieren}

n=—00
o0
z= (Zn)a w = (wﬂ)v <Z’w> = Z ZnWn
n=—00
oo
Im /2 gibt’s "Lénge”= Norm ||z||2 = (z,2) = Y. |2/

n=—oo

Deshalb gibt’s auch ”Abstand” d(z,w) = ||z — w]|.

d(z,w) =d(w,z), d(z,w) =0& z=w
d(a,b) < d(a,c) +d(c,b) ¥V a,b,c € 12

Es gilt (+)

In 2 gibt es einen Konvergenzbegriff: a € 12; a;, € I? (k € IN).

Wir nennen a; konvergent gegen a, wenn fiir klim d(ag,a) =0
— 00

Allgemeiner: sei V' ein K-VR mit Skalarprodukt; |[v|| = v/(v,v)

Dann hat d(v,w) = ||v — w]|| bereits alle Eigenschaften (2).

Eine Folge von Elementen v, € V heifit konvergent gegen v, wenn gilt klirn ||lvg — v|| = 0.
— 00

Wenn v, gegen v und v’ konvergiert, dann zeigt A-Ungleichung ||v — ¢'|| = 0, also v = v'.
Also ist v durch v bestimmt, wir schreiben
li =0
Jim, o
Eine Folge v, € V heiit Cauchy-Folge, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein N € IN gibt mit
[lvn — vi|| < € fiir alle n,k > N.
Konvergente Folgen sind Cauchy. Umkehrung ist falsch!
Ist jede Cauchy-Folge konvergent, dann heifit V Hilbert-Raum.
Es gibt viele Hilbert-Rdume:
R; R™ (leicht); I? (miBig schwere Ubung)

Warum ist R? ein Hilbert-Raum? v, € R?; v = (21, yi)

Was heifit klim v =v = (z,y)?

.l
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Jetzt klar: vy ist Cauchy < (xx), (yx) Cauchy
Da Cauchy-F. in R konvergent sind, gilt dasselbe im R?. Genauso im R", mit mehr Aufwand

auch im /2.

Beispiel: Sei V ={f: [0,1] — C stetig}
(solche f heiﬁen stetig, wenn Rf, S f stetige Fkt. [0,1] — R sind)

f f(z d:n ist Skalarprodukt:

(f,
(fi +f27> 1.9+ (F2:9)5 (Mo9) = Ms9) (F9) = (. f)
(,1)=0  (f,/)=0& f=0 J 17 =0

Sehr wichtige Beobachtung:

en(z) = 2™ = cos(2mnx) + isin(2mnz) 1 n € Z
N~ 0 n#m
Wir zeigen (e, em) =
1 n=m

1 1
en, en f eZﬂ'znx 727T1nxdx _ f dr = 1.
0 0

1
2mi(n—m)x e2riln—m)z \ p 1-1 _
€n, em Ofe dr = = 2mi(n—m) ‘ = 2miln—m) 0

Wenn die e, (x) ”geniigend viele” Fkt. sind, sollte sich jedes f: [0,1] — C in der Form

[e.9]

fx)= Y a(fex(x) (1)

k=—o00

o0
schreiben lassen! Das geht, aber nur, wenn Y ap(f)ex(z) als Grenzwert in V' verstanden
k=—o0
wird.

(1) heifit Fourier-Entwicklung von f.

(frer) = ( io: aeq, ex) = Zl:al<€l,ek> = ag

l=—00

Wiederholung Hilbertrdume:
V ein K-VR mit Skalarprodukt; |[v|| = 1/ (v, v)
d(v, w) = [[v — wl|;
d(v,w) = d(w,v), dv,w) =0 v=w;
d(v,w) + d(w,u) > d(v,u)

Eine Folge vi, € V heifit konvergent mit Grenzwert v, wenn

lim d(vg,v) = 0; wir schreiben v = lim wg...
k—o0 k—o0
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Eine Folge v € V heifit Cauchy-Folge, wenn zu jedem € > 0 ein N € IN existiert mit
llvg — vi|| < e fiir alle k,1 > N.
Ist jede CF konvergent, dann heifit V' Hilbertraum.
V = R", C", gewohnl. Skalarprodukt (Hilbert-R.)
00

?={(an): an €C; Y |an|* konvergiert};

w T Hilbertraum

{(an), (bn)) = > anby Skalarprodukt

n=-—00
Orthonormalsysteme in einem Hilbertraum V sind Folgen (e,) mit e, € V und |le,| =
L, <6n7 €m> =0 (n 7é m) (<ena €m> = Onm

o0
Ein Orthonormalsystem heifit Hilbert-Basis, wenn jedes v € V in der Form v = ) \je; ge-
j=1
schrieben werden kann; \; € K

Beispiel: in /2 ist durch e, = (,0,...,0, 1 ,0,0,...) = (Opn)rez n € Z
n-te Stelle

eine Hilbert-Basis, dann ist a = (a,,) € 1%, dann ist

o0
a= Z ajej; es gilt (en,en) =1, (€n,em) =0 (n #m)

j=—o0

In Hilbert-Riumen gilt der Satz des Pythagoras!

Idee: starte mit ONS in V; dieses ey,. Zu jedem v € V heifit (v, e,,) n-ter Fourierkoeff. von v.

0<|v— Z(v, en>en\|2 = (v, — Z(v, €n)en,V — Z(v, €n)en)

= (v,v) + (Z(v,en>en,z<v,ek>ek) - <v,z<v,en>en) — <Z,U>
n k
= HUHQ + Z(U, €n><va €k><6n, €k> - Z <U7 €n><'l), 6n> -
n,k

= HUHQ + Z(vv €k><v7 ek> - Z <U’ en)(v, €n> -
k
= [[olI* =D (v, en) (v, €n)

SATZ 1. (Bessel’sche Ungleichung). Gegeben sei ein VR mit Skalaprodukt, e,, ein ONS. Dann
gilt fur jedes v € V

o
Y e < Jlolf?

n=-—o00
Insbesondere ist die Folge der Fourier-Koeff.: ((v,e,)) € I?

Ist V sogar ein Hilbertraum mit Hilbert-Basis e,, dann gilt sogar

o0
Z [(v,en)|? = ||lv||* Parseval’sche Gleichung

n=—oo
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Beispiel (klassische Fourier-Analysis).
f:+ [0,1] — C. f heifit stetig/diffb. etc, wenn dasselbe fiir Rf und S f gleichzeitig gilt:
C[O 1] = alle solchen stg. f.

f f(z)g(z)dx ist Skalarprodukt; e, (z) = e2™"®

en(:r) = cos(27rn:1:) + isin(2mnz) ist ONS. Leider ist C[0,1] kein Hilbertraum. Fiir jedes
f € C10,1] ist der Fourierkoeft.

1
<f7 en — /f —27rin1’dx
0
Allgemeiner konnen die Fourier-Koeff. f (n) durch f f f(x)e= 2™ dy def. werden, so-
bald das Integral exisitert; also insbesondere fiir jede Regelfunktlon f. Es gilt trotzdem nach
Bessel
n)|? < / | f|*dz | (klassische Bessel’sche Ungleichung)

Wenn: E f(n)en konvergiert, dann ist der Grenzwert f.
n=-—o00
Hier ist Konvergenz bzgl. der || || gmeint, = ”Normkonvergenz”

Man kann nun in die Glelchung f =3 f(n)e, "Werte” einsetzen.
WARNUNG: wir erwarten Z f(n)e2mne — f(g)

n=—oo

aber weder die Konvergenz der ”Fourier-Reihe” S f(n)e2™% noch die Gleichheit sind i.a.

richtig.

SATZ 2. Sei f: [0,1] — C stetig diffbar. Dann gilt fir 0 < z < 1

N

Z f 27rznz —: lim Z f(n)e27rinx

n=-—o0o n=—N

Hier ist Konvergenz in R bzw. C gemeint; ”punktweiser Konvergenz von Fourier-Reihen”.
[e.9]

Ein warnendes Beispiel: Betrachte die Reihe Y 5l-e,

2min
n=-—o00

n#0

Wegen Konv. von Y- - ist

1 . 2 . . . ?
(77 in I°. Was ist mit punktweiser Konvergenz’

SATZ 3. Fiir 0 < x < 1 gilt

lim > —52-e?™® = — L fiir x = 0 ist der Grenzwert 0.
N 2min 20
Tn|<N
n#0
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Bild 18

3. Losung der Wellengleichung. WIESO 3. 2 WAS WAR 1. UND 2. ?
Wird eine Funktion f : [0,1) — € durch ihre F-Reihe > f(n)e2™"® dargestellt, dann wird

n=—oo

durch die Reihe eine Fkt. auf ganz R erklért, ” 1-periodische Fortsetzung von f”

Bild 19

Ist f: (0,1] — R diffb. mit f(0) = f(1) =0, dann setze f(—z) = —f(z) fiir 0 < z < 1. Dann
ist f auf [—1.1] erkldrt, kann 2-periodisch fortgesetzt werden, bleibt diffb.

Wiederholung:
SATZ 3. Sei 91 : R — R die durch

W) =0, hi) =25 (0<z<1)

gegebene 1-periodische Funktion. Dann gilt

i eQﬂ*inz

wl (.%') = - N

W 2min
n#0

wobei der Grenzwert als lim >  zu verstehen ist.

N—=00 g<|n|<N
SATZ 2. Sei f: R — R eine 1-periodische, stetig differenzierbare Funktion. Dann gilt fiir
allex € R

[e.9]

@)= 3 fmerinnd

n=—oo

mit
1
fn) = [ f@)e s
/

Sinusreihen fiir ungerade Funktionen.
Gegeben sei zundchst f : [0,1] — R, stetig diffb. (auch am ”"Rand” bei 0 bzw. 1), mit

1£(0) = f(1) = 0]

Setze dann f durch f(—x) = —f(z) auf [—1,1] und anschlieend 2-periodisch auf R fort.
Dann ist f: R — R 2-periodisch und stetig diffbar.

F(z) = f(2x) hat nach Satz 2 eine Fourier-Entwicklung.

o0

F(z) = Z F(n)e?mine

n=—oo
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mit

REF(n) = / F(z) cos(2mnz)dr = 0,

denn der Integrand F'(x) cos(2mnx) ist ungerade. Also
1 1

2

F(n)=—i / F(z)sin(2rnz)dr = —Qi/F(:c) sin(2mnz)dz

_1 0
2

Also F(—n) = —F(n) und F(0) =0

Fasse Terme mit n und —n zusammen:

F(n)(e%rinr o 6727rin3:)

WE

F(x) =

3
Il

ﬂ,
M -

F(n) sin(2rnz)

Il
—

n
1
2

=4 Z sin(2mnx) / f(2y) sin(2mny)dy

n=1

1
o)
=2 Zsin(%rrm /f sin(mnu)du
0

= f(2x)
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Ersetze 22 durch z:

LEMMA. (Sinusreihe fiir ungerade Funktionen.)
Sei f: R — R ungerade, 2-periodisch und stetig differenzierbar. Dann gilt

1
[e.e]
x) = QZsin(ﬂ'nx /f sin(mnu)du
n=1 0

3. Losung der Wellengleichung. Das Modell fiir die schwingende Saite fiihrt auf Losungen

y(z,t) von
%y 0%
92 w; y(0,2) =y(1,t) =0Vt

mit ” Anfangsbedingungen”

Y0 = @) Pw,0) = gla)

zu gegebenen "glatten” f,g: [0,1] — R.

Annahme: f, g lassen sich zu 2x stetig diffbaren ungeraden Funktionen mit Periode 2 fort-

setzen.

WENN das Problem eine ”glatte” Losung y(x,t) hat,
DANN gilt nach dem Lemma

o0
t) = Zsin(wnx)cn(t) ()

n=1

mit
1
Q/y x,t) sin(mnx)dx

0

Vorteile: (x) "trennt” ¢ und z; y(0,t) = y(1,¢) = 0 ist in den Ansatz ”eingebaut”

WENN gliedweises Differenzieren erlaubt ist,
DANN gilt

8:62 Z Zsin(—mnx)e, (t)

//
sm 7mx
8t2 Z
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WENN Koeffizientenvergleich erlaubt,
DANN
cn(t) = —(mn)2ea(t)

mit den ” Anfangsbedingungen”

1
e —Q/axOsmﬂnw /g sin(mnz)dz

1 1
= /ya;Osmwnx 2/f sin(mnx)dz
0

Loésung der Dgl. ist eindeutig bestimmt:
sin(7nt)

cn(t) = ¢,,(0) cos(mnt) + ¢, (0) —

Zur Vereinfachung sei

A, = / (@) sin(rna)dz, B = /1 o(z) sin(wnz)dz
0

WENN alle Umformungen ok,
DANN ist die Losung des Problems durch die ” Bernoulli-Reihe”

y(z,t) =2 Z Ay sin(mnz) cos(mnt) + 2 Z B, sin(wn:::)M

n=1 n=1

™

gegeben.

ABER: 2sin ¢ cos ) = sin(p + ¥) + sin(¢ — 1),

also
o0

2 Z Ay, sin(mnzx) cos(mnt) = Z Ap(sinmn(x+t) +sinmn(x —t)) = %(f(x +t)+ f(z

n=1 n=1

und dhnlich
x4+t  x—

o
t)
2 Z B, sin(mnx) ———= cos(mnt) / /
n=1

Das bringt y(z,t) in geschlossene Form:
T+t T—t
2y(x,t) = fle+t)+ fle—t)+ [ gy)dy —
[
T+t T—t
=fle+t)+ [ gdy+ flx—1t) -
/ /

0

Fkt. in (z+t) in(z—t)
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HURRA! Die Funktion st 2x diffbar und 16st das Problem. Nach dem ” Sinusreihen-Lemma”
kénnen wir y(z,t) in eine Reihe entwickeln.

Das ist dann die Bernoulli-Reihe; dies muss deshalb auch konvergieren!

SATZ 4. Obige Formel gibt die eindeutig bestimmte Losung der Wellengleichung

Py Oy
— == 0,t) =y(1,t) =0
mit
Ay
y(l‘,O) :f(l‘), a(l‘ao) :g(:E)
Dies sind 1-dim. ”eingesperrte” und deshalb periodische Losung von % = %

Sonderrolle fiir sin7n(z + t)
V D 2x stetige Funktion

9?2 92
y(@,t) — 522 — 58

Bild 20

92 52 92 - -
T = e t o y(@,t) =0V teR, VZe Rand.
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5 Funktionen mehrerer Variabler

Fernziel: f: M C R" — R, RF ”stetig”, ”diffb” etc?

5.1 Stetigkeit

(a) Die Idee des ”Abstands”. M (beliebige Menge). Eine Metrik auf M ist eine Abbildung
d: M x M~ [0,00) mit

dw,y) =02 =y; d,y) =dy,2); d,2) <d(,y)+dy,2) Y z,y,2€ M

Beispiele: M = Menge aller Bahnhofe in Europa.
schnellste Fahrzeit von = nach y
d(z,y) =
billigste Fahrt von = nach y
M = V-VR mit Skalarprodukt. ||v|| = /(v,v)
d(v,w) = |Jv — w|| ist Metrik auf V' ”Normmetrik”

R": d(Z,y) = \/W

Andere Metriken auf R":

D AT ) = s
() d(#,7) = max [zi — yi

d(Z,7) = 0 z; =1y; Vie =7 A-Ungl.: Ubung!
n
(il) d(Z,9) = > |zi — yi| sind bereits Metriken!
i=1
Beispiel: M = Kugeloberfliche in R?. Zwei natiirliche Optionen;

entweder eine Metrik im R? wihlen, diese nur auf M betrachten.

oder: Liange von Grofikreisen zwischen zwei Punkten von M (” Gummiband-Technik”)

1
V=A{f:[0,1] = Rstetig}  (f,9) = Offgdﬂﬁ

1
di(f,9) = If —gll, IfI*= Of |f[?de

1
dy(f,9) = max |f(x) —g(x)l, ds(f.9) = [ |f(z) = g(x)|dz, similiche Metriken
0

0<z<1
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Definitionen: Ist auf M eine Metrik d gegeben, dann heifit M metrischer Raum. Ist
v € M eine Folge in M, und v € M mit
lim d(v,,v) =0, dann heifit v, konvergent mit Grenzwert v.

n—oo

Jede Folge hat hochstens einen Grenzwert, den bezeichen wir mit lim v, = 0.
n—oo

Eine Folge v, heifit Cauchy-Folge, wenn zu jedem € > 0 ein N = N(€) mit d(v,, vm) <
evVnm>N
Konvergente Folgen sind Cauchy, Umkehrung i.a. falsch!

Zusammenfassung a) Metrische Riume

sind Mengen M mit ” Abstand/Metrik” d : M x M — [0, 00) und
d(z,y) = d(y,z), d(z,y) =0z =y

d(z,y) < d(z,z) +d(z,y) ¥V x,y,2 € M

Stetige Abbildungen zwischen metrischen Riumen

Seien X,Y metr. Rdumen mit Metrik dx auf X, dy auf Y.

Eine Abb. f: X — Y heifit stetig in x € X, wenn fiir jede z, € X mit nlirgo T =z gilt
lim f(z,) = f(2).

Alternativ: f ist stetig in x genau dann, wenn es zu jedem € > 0 ein 9 > 0 gibt mit

dx(7,7) < @ = dy (f(2); f(z)) < €

Vergleiche mit stetigen Fkt. auf R:
g: I — R hief} stetig. in z, wenn V€ >0 3 9 > 0 mit |z — 2| < 9 = |g(Z) — g(z)| < €
Das ist dasselbe, wenn auf R d(z,y) = |z — y|

Beispiele: Stetigkeit bleibt bei Verkettung erhalten:
xLys Z; lim g(f(x)n)) = g(lim f(zp)) =go f(limz,)
erlaubt, wenn },_;Obeide stetig. e

f heifit stetig, wenn in jedem Punkt stetig ist.

Verkettung stetiger Funktionen ist stetig.

f: R"—=R.
Aut R sei d(7,7) = |7 — 7] mit (5, 2) = |71
auf R sei d(z,y) = |z — y|

Stetig von R — R
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Bild 21

Also: M CR"™, f: M — R. f ist stetig in &y € M, wenn fiir jedes e > 0 3 0 > 0 mit
17— Zol| < 0= [f(Z) — f(Zo)| <e

(Oder: fiir alle &, € M mit &, — o ist auch f(Z,) — f(Zo))

Beispiel: f := e (22 +y3 +sin(z +y)); f: R2—R
ist stetig nach Verkettungsregel, denn exp, sin stetig; (z,y) — x (oder y) sind stetig; und
(z,y) — xy ist stetig.

Wie in diesem Beispiel ist fiir eine durch elementare Fkt. beschriebene Abbildung f :

R™ — R Stetigkeit in der Regel mit der Verkettungsregel leicht erkennbar!

Physik: Messaufgaben wie Druck, Temperatur, ... wird als stetige Funktionen auf R"
(oder hoher) modelliert.

Was heifit Stetigkeit fiir Abbildungen f: (M C R*) - R" (n,k € IN)

k
Hier sei auf R* der Abstand gegeben durch || — ifl|x = (2 — yi)?
=1

(2

f ist stetig in Zp, wenn V ¢ > 0 3 9 > 0 mit
17 = Zolle < 0 = [[f(Z) = f(Zo)lln <€

< lim f(&,) = f(&y) fir jede Folge &, € M mit lim &,, = .

n—oo

f(€n]‘14) = fl(g{),...,fn(g]@R)); fi, ..., fn. heilen Koordinatenfkt. von f. f;: M — R

SATZ. Sei f: M —R™ M CRF: Ty e M, f=(f1,.... [n)
Dann gilt: f ist stetig in &y genau dann, wenn alle f; : M — R (1 < j < n) in &y stetig

sind.

ispiel: R2 2. 22 z
Beispiel: R* — R*; (2,y) — (v/2* + y?, arccos 7))
(z,y) — /2?2 + y? ist stg. auf R? Bild 22
—1 < ¢ <1, diese Abbildung lebt nur auf M = {(z,y) eR?: —-1< 3 < 1}, dort stetig.
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Beispiel: (Polarkoordinaten)

Bild 23

R?\ {0} — R?

(@,9) = (V2?[y?, ¢)

cosp = \/;Ty? 0<p<2r

Diese Abbildung ist stetig nur in (x,y) mit = ¢ [0, 00) bei (z,0)

M = {(z,y) : (z,0) = = ¢ [0, 00)}; Polarkoordinaten sind stg. Abb. M — (0, c0) x (0, 27)

Hat Umkehrabbildung (0, ) x (0,27) — R?
(r, ) — (rcosp,rsingp)

3-dimensionale Polarkoordinaten (mehrere Moglichkeiten!) Eine Option

(r, @, 1) +— (1 cos pcosth, rsingcosp, rsin)

r >0, ¢ € (0,2m), —§<¢<§

Vorletztes Beispiel:
V={f: [0,1] — R, stetig}
If]l = max | f(x)]

0<z<1
d(f,g) = |f —gll 1st eine Metrik

[: V-oR; fe f f(z
0
diese Abbildung ist stetig!
fn € V habe Grenzwert f € V.

[fn = fll = max | fn(z) — f(2)]

0<z<1

fn — f heifit also "gleichméfige Konvergenz. Also gilt nach HM1
1
lim fn do = [ (o
n—oo
0
1
Also [ stetig!
0

WARNUNG: hat funktioniert, weil auf V' die "richtige” Metrik gewahlt wurde.

1 1
Wird auf V' die Metrik iiber [ [ |f|?dz oder [ |f(z)|dx eingefiihrt, dann ist das Regelin-
0 0

tegral i.a. nicht mehr stetig.
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Wiederholung:

1
V={f:001—-R}; [: V—R; f'—>0ff(x)d:v
Auf R sei Abstand: (z — y)
[flloo = max |f(z)]

0<z<1

1

[l Zglf(w)ldﬂf
1

1713 =Of|f|2délC

di(f,9) = Ilf —gll; (G €{1,2,00})
Jedes d; ist Metrik.
Wihle auf V' die Metrik do. Dann ist [ : V — R stetig.

Das Integral ist auch stetig, wenn auf V' mit Metrik d; gemessen wird.
denn: f eV, f, ¢ Vmit |[f, — fli =0 (n— o0).
Zu zeigen: lim [(f, — f)dz =0

n—oo

1

1
\/fn(w) — f(z))dzx| < O/\fn(ﬂf) — f@)ldz = ||f = fulL — 0

0

1 1 1 L1 )
lfn=Fllz =0 [ [(fa=flda| < Of\fn—fldw < (fd:v)i(g |[fr— fPdz)2 = 1x[|f = full2 = 0

0 0

1
Satzchen: Sei V versehen mit der Metrik do,d; oder dy. Dann'ist [: V —R; f+— [ fdz
0

stetig.

Letztes Beispiel: V = {f: [0,1) — R stetig},
1

(f,9) = [ fgdz; ||fll2 = /(f, f). Macht V zu metr. Raum.
0

(o)
2= {(an)nez: an € C; Y. |an|? konvergent}.

n=—oo

l(an)]l = 4/ Z lan|? — 12 hat ebenfalls Metrik.

? 2 . o 1 ]
F(2) £ 3 f(n)e2™e mit f(n) = gf(x)eammcdx

Fiir jedes f € V und jedes n € Z ist f(n) def;
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Es gibt also eine Abb.
VS e (f)ez
113 = 1I(f(n))]1?
Insbesondere ist " stetige Abb.

Ausblick auf HM3, Fourier-Transformation
for= [ s@erds

Hier ist (z.B.) f: R — R mit [|f]?dz ex.

f : R — C, heifit Fourier-Transformierte

7!f<v)\2dv= ]of(x)y?dx

Dies sagt: V = {f: R — R mit [ |f|?dz ex.}, dann ist ~: V O, orthogonal.

5.2 Aus der Topologie

Erinnerung. Ist I = [a,b] C R mit a <b € Rund f: I — R stetig, dann gibt es xg € T
mit f(z) < f(zo) Vx € 1.

Beispiel: f(z) =22, I =(-1,1)
Bild 24

Ziel: wie kann dieser Satz formuliert werden, so dass er in R™ oder auf metr. Rdumen richtig
bleibt?

Frage 1: wie muss [a, b] in diese Situation tibertragen werden?

R? : Bild 25

Definition: Sei M ein metr. Raum mit Metrik d. Zu m € M heif3t fiir jedes € > 0 die Menge
U(m)={x € M: d(z,m) < €} e-Umgebung von m. Eine Menge U C M heif}t offen, wenn
es zu jedem m € U ein € > 0 gibt mit U.(m) C U.

Beispiel: ein offenes Intervall (a,b) ist offen: zu m € (a,b) wihle € = £ min(m —a,b—m) =

2
Uz(m) C (a,b)
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Bild 26
Ein Intervall [a, b] ist nicht offen
Bild 27

Definition: Eine Menge A C M heifit abgeschlossen, wenn M \ A offen ist.
Beispiel: [a,b] C R sind abgeschlossen. Im R" sind die ”Kugeln”
n
{xeR": in2<1}:K
i=1
offen und
n —
{feR": ) z2<1}=K
i=1
abgeschlossen.

Von jetzt an sei R™ mit ||| = +/(Z, ) und der Metrik versehen!
Eine Menge M C R™ heifit beschrinkt, wenn es R > 0 gibt mit
M c Ug(0) = {# € R": |7 < R}

SATZ 1. Sei M C R"™ abgeschlossen und beschriankt. Sei f : M — R stetig. Dann gibt es
T1,%9 € M mit f(Z) < f(Z) < f(&2) fir alle £ € M. (Sprechweise: f nimmt in Z; das

Minimum, in 7o das Maximum an.

Beweis von Satz 1: sup{f(¥): ¥ € M} =S5 € R, evtl. cc.

Es gibt &, € M mit f(Z,) — S < %

Bild 28

Dieses Wiirfelhalbierungsverfahren liefert eine Teilfolge der x,,, die gegen &y € Ugr(0) konver-
giert.

lim f(Zn) = S = f(Zo)

Wire ¥y € M, dann f(Zy) = S, Zo € M und Satz 1 bewiesen. Wir brauchen:

Hilfssatz: Sei M C R" abgeschlossen und &, € M eine Folge, die im R" den Grenzwert &y
hat. Dann ist @y € M.

Beweis: (geschenkt!) R™ \ M offen. Zy ¢ M
Bild 29
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Ziel: versuche, einen solchen Satz (—SATZ 1.) fiir stetige Abbildungen zwischen metrischen

Rdumen zu formatieren.

Naive Ubertragung metrische Rdume: X Menge, d Metrik auf X.
A C X heiit abgeschlossen, wenn X \ A offen ist, (d.h. m € X\ A3 e > 0mit U.(m) C X\ A.

A C X heiit beschrinkt, wenn es C' > 0 gibt mit d(z,y) < C'V x,y € M.

Beispiel: 12 = {(a;) : Y |ai|? < oo} [[(a)]| = /> Jas|?
D = {(a;) : ||(a;)|| < 1} beschrinkt und abgeschlossen.

Beweisidee fiir Satz 1:

Bild 30

;= (.0,..,0, _1 ,0..,0)
~—
i-te Stelle

Fiir i # j ist [je; — e;} = V2
Definition: Ein metr. Raum heiflit vollstindig, wenn jede Cauchy-Folge konvergiert.

Beispiele: R, R” mit Standardmetrik sind vollsténdig.
12 ist vollstéindig (sogar jeder Hilbert-Raum)
C[0,1] ={f: [0,1] — R} mit Metrik d(f,g) = || f — 9/l ist vollstandig.
1
Ubung: ist C[0,1] mit di(f,g) = [ |f — g|dz vollstindig? NEIN!
0
Definition: Sei X ein wollstindiger metr. Raum. Eine Teilmenge M C X heifit kompakt,
wenn es zu jeder Folge (x,,) mit x,, € M eine Teilfolge gibt, die konvergiert und Grenzwert in
M hat.

SATZ 2. Eine Teilmenge M C R" ist kompakt genau dann, wenn M abgeschlossen und be-

schrankt ist.

SATZ 2’ . Ist M C X eine kompakte Teilmenge eines vollstdndigen metr. R. X, dann ist M

abgeschlossen und beschrénkt.

Warnung: Umkehrung von Satz 2’ ist falsch schon in 2, denn
o0

D={a=(a)icz: Y. l|ai|* <1} ist nicht kompakt, weil die Folge e}, = (...,0,0,...,0, 1 0, ...

1=—00

lisst wegen |lex, — ¢;|| = V2 (k # 1) nicht die Auswahl einer CF zu.

k-te Stelle
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SATZ 3. Seien X,Y vollstindige metr. Rdume, M C X kompakt.
f: M — Y stetig. Dann ist f(M) = {f(m): m € M} kompakt.

Spezialfall von Satz 3.

SATZ 3’ Sei X vollstdandiger metr. Raum, M C X kompakt und f: X — R stetig. Dann
mi,mg € M mit f(m1) < f(m) < f(mg) Vm e M.

(Funktionen nach R nehmen auf kompakten Mengen Min/Max an)

Wird X € R™ in Satz 3’ gewéhlt, dann ergibt sich Satz 1.

Beweis Satz 3: Seien y;, € f(M)

Gesucht: in f(M) konvergente Teilfolge!

Wihle my € M mit f(my) = yx.

M kompakt, also hat mj, konvergente Teilfolge m; mit Grenzwert m € M.
Dann f(m;) Teilfolge der y, | — oo : f(m;) — f(m)

Beweis Satz 2’: Kompakte Mengen sind beschrédnkt, denn: M C X kompakt.

d: M xM—R; (x,y) — d(z,y); Bild kompakt, also beschrénkt.

Kompakte Mengen sind abgeschlossen (weil CF in M Grenzwerte X haben, der liegt dann in
M wegen M kompakt)

Beweis Satz 2: Im R" sind abgeschlossenem beschrinkte Mengen kompakt.
Bild 31

Erinnerung (Zwischenwertsatz): Ist I C R ein Intervall, f : I — R stetig und zu a,b € I
etwa f(a) < f(b), dann gibt es zu jedem f(n) < ¢ < f(b) ein z € I mit f(z) = c.

Bild32
Alternative Formulierung: das Bild eines Intervalls unter einer stetigen Funktion f ist
wieder ein Intervall.

Erinnerung: ein Intervall I C R ist eine Teilmenge mit ¥V a < b € I, dann (a,b) C I

Bild 33

Sei X ein metr. Raum. Ein Weg in X ist eine stetige Abbildung ¢ : [0,1] — X; ¢(0) heifit
Anfang, ¢(1) Ende.

Eine Menge M C X heifit (wegweise) zusammenhiingend, wenn es zu je zwei Punkten

mi,mo € M einen Weg ¢ : [0,1] — M gibt mit ¢(0) = m1, p(1) = may
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Bemerkung: Eine Teilmenge M C R ist zusammenhéngend < M Intervall

SATZ 4. Sei M C X zusammenhéngend, f : M — Y stetig. Dann ist f(M) zusam-

menhéngend.

Beweis Satz 4: y;,y2 € f(M)
Bild 34

Im; € M mit f(my) =y,
Wihle ¢ : [0,1] — M stetig,
©(0) = m1, p(1) =mz

fog: [0,1] = f(M)

ist stetig (als Verkettung stg. Abb.), fow(0) =y1, foe(l) =1y

5.3 Der Banach’sche Fixpunktsatz

M sei ein vollstdndiger metrischer Raum, Metrik d.

D C M sei abgeschlossen, ® : D — D sei eine Abbildung; es gebe ein 0 < ¢ < 1 mit

d(®*x(,®(y)) < qd(x,y)

Banach’scher Fixpunktsatz: In dieser Situation hat ® genau einen Fixpunkt, d.h. x € D

mit ®(z) = z. Ist 29 € D beliebig und z,, = ®(z,,—1), dann gilt lim z, =
n—oo

Beweisidee: d(z,, 2, 1) = d(®(xn_1), ®(2p_2) < qd(xn_1,7n2) < ¢®d(Tn_2,2,_3) etc.
Erstes Ziel: z,, ist Cauchy-Folge: m > 1

d(@m, 21) < d(Tmy Tm1) + d(Zm—1, Tm—2) + ... + d(@141, 1)

(qm—l NI q2 +q+ 1) d(l’[+1,$l)
1

iqd(wl-i-l; 1)

IN

IN

l

d(zy,2141) < ¢ d(w1,m0) = |d(Tm; 7)) < 1 1

d(xg,z1) Vm >1

Zu e > 0 wihle Iy so grof}, dass qulqd(:co,xl) < €.
=V Ii,m >l gilt d(zm,,x;) < ¢, also ist x, CF, deshalb konvergent gegen z € D (weil D
abgeschlossen, M vollstindig).

2. Schritt: x ist Fixpunkt, denn ® ist stetig d(®(z), ®(y)) < qd(z,y)

lim ®(z,) = ®(x)

n—oo
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0 — d(zp,x) = d(P(zp—1),)
nh_)rgo d(P(xp-1),z) = d(lim ®(xy—1),z) = d(P(x),x)

3. Schritt: es gibt genau einen Fixpunkt, denn gébe es zwei, x # y
d(®(z),®(y)) < gd(x,y) wegen Eigenschaften von ®,

andererseits ®(x) =z, ®(y) = y, Widerspruch zu ¢ < 1.
1. Schritt: starte mit xo; ®(x,) =: 2n4+1. Diese Folge konvergiert.
2. Schritt: Der Grenzwert dieser Folge ist Fixpunkt

3. Schritt: Es gibt hochstens einen Fixpunkt = Beweis komplett!

Fehlerschitzungen: d stetig, z,, — = (m — 00). Also

l
d(x7$l < 1 g

qd(ﬂ?oﬂfl) (1)

Wihle n € IN beliebig. Sei y; = x4 (Yo = Tn, Y1 = Tpy1, ete...)

l

q
d <

d(Tn, Tnt1) | (2) Y = Tn+l

Zusatz zum Banach’schen Fixpunktsatz: fiir jeden Startwert xg gelten die Fehlerschiatzungen

(1) und (2)

Einfache Anwendungen:
1. Nullstellensuche. Gesucht: Nst. vom f(z) = e* — 3z

f(x):0<:>93256

Wihle ®(z) = 1e® auf D = [-1,1]

1 1
Zo :05 T :Q(O) = gu Z2 :(b(i) =

Kontraktion? Welches ¢?

?

‘D(x)—i’()<q\w—y\ T #y
_ et~y — 1

3|e ey|—3| |<19090 auf D.

(Man kommt so zur 1terat1ven Berechnung von Nst., wenn |®'| < ¢ < 1 auf dem Def-Intervall.)

2. Beispiel: Dgl’s 16sen. Gesucht ist y(z) mit y'(z) = y(z), y(0) = 1.
(Losung bekannt, explizit, y(z) = e*)
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t
¢
Interpretiere neu: [ y'(z)dx = /y(:{:)da: =yt) -1
0

0

Sei ®: C([—3,3]) O

t
O(f)(t) =1+ /f(a:)da: Es ist ®(y) = y < Kasten gilt
0

Auf C[—1, 1] wihle d(f,g) = max|f(z) — g(x)

1
|$|S§

Diese Abbildung ist kontrahierend:

t
1(7) ~ B(g) oo = max] [ (7~ 9)(w)de] < S~ gllc

|t\§%|

folw) =0V a5 fi = B(f)(@) =1V a5 falw) =1+ [dz =1+
0

@) =14 [ fo()dz =1+ [(1+2)dz =1+ 2+ La?

0 0
Hier entstehen die Taylorpolynome fiir die Exponentialfkt.

Zur Ubung beginne mit fo =1 —x

Hinweis: ” Trick” ist meist die Wahl einer ”passenden” Metrik!

5.4 Differenzialrechnung im R"

(a)

Erinnerung: zwei Interpretationen fiir ”diffb. in x¢” bei Fkt. f: I — R, ndmlich:
Bild 35

(i) lim f(@)—f(xo) —- f,($0)

T—x0 =0
(i) f(z) = f(zo) + c(z — z0) + R(z, z0)
mit lim i(%ff =0
T—x0

In einer solchen Situation schreibt man auch
R(z,x0) = o|z — xo|)

Formel in g(z) = o(|z — zol|), wenn lim gff? =0
T—T0 0

Also ist f in g diffbar mit f'(z¢) = ¢, wenn die "lineare Abbildung” x — c(x — x¢) die

Fkt. f ”gut approximiert”

Definition der Differenzierbarkeit.

Eine offene, zusammenhéngende Teilmenge des R™ heifit Gebiet.
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Bild 36
Sei G C R™ ein Gebiet und F : G — R eine Abbildung. F heifit in Zy € G diffbar, wenn
es ein eine lineare Abbildung L : R™ — R* gibt mit

F(&) = F(i) + L(Z — %) + o(||Z — %)) fiir & — o

(hier: ||Z]| = \/(Z, Z).)

Bemerkung 1: ist F' in &y diffb., dann ist L eindeutig bestimmt. Deshalbb schreiben
wir auch F'(Z) fiir diese lineare Abbildung.

denn: F(Z) = F(Zy) + L1(Z — o) + o(...) = F(Zo) + La(Z — Zo) + o(...)

(L1 = Lo)(& = o) = o([|Z — Zol|) = L1 = L2

Was bedeutet das fiir Funktionen
F: GCR"—=R?
Lineare Abbildungen R™ — R sind genau die Abb. £+— (¢, Z)  mit ¢ € R" fest

c1Z1+...+CnTn

F ist diffbar in &y, wenn es ¢y, ..., ¢, gibt mit F(Z) = F(Zo) + > ¢j(z; — x§0)) +o(...)

Zur Berechnung von ¢; schreibe & = (z1, )
F F_F 0) =\ _ __(0) 27 2 S o
(01,3 = F@®, 50) = er(a1 —210) + (&7 = Fo) + o(|1& — 7ol

Halte alle Terme mit ~ fest, lies das als lineare Approx. in x.

Definiton: ist F: G — R und die Funktion z; — F(z1,Zo) in xgo) diffbar (als Funktion
einer Verénderlichen), dann heifit F' nach x; partiell diffbar, und die Ableitung wird als

oOF :
iroy bezeichnet.

SATZ 1. Sei G C R"™ ein Gebiet, F': G — R in &y € G diffbar. Dann ist I’ nach jedem
x; partiell diffbar, und es gilt

F(Z) = F(Z) + > gi(fo)(xj —2'%) + o(|1Z — Zo)

Geometrische Interpretation: F: G C R? - R

Bild 37
Die lineare Abbildung <(687£’ o 687};), I — &) beschreibt die Tangentialebene an den Gra-
fen von F'.
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Beispiel: F(z,y) = 22 — 32

Bild 38
OF OF

WARNUNG: auch wenn alle gTFj (1 <j<n)in & ex., folgt i.a. nicht die Differen-

zierbarkeit.

Richtungsableitung: G C R™ Gebiet, F': G — R, 7€ R", ||¢] = 1.
Ist F(& + tv) als Fkt von ¢ in 0 diffbar, dann heiBt 0;F (%)) = & F(Fo + t7)|i=o die
Richtungsableitung von F' in Zy. Bild 39

Es ist 8(170,”.70)}7(.@'0) = %(f@) etc.

SATZ 2. Sei ¥ = (v1,...,vn) € R™, ||U]] = 1. Sei F: G C R" — R in & diffbar.
Dann ex. 0zF(Zp), und es gilt

Insbesondere muss (x) fiir jede Richtungsableitung gelten, sonst ist F' nicht diffbar in .

Der ”Nabla-Operator” V = (z2-, 22—, ..., 52-)

va va ceey E
Damit wird ”formal” gerechnet:

VF(Zy) = (%(fo)’ . 59712(5:’0))
Die Formel fiir ”Diffbar” von F': G C R™ — R ist dann

F(Z) = F(Zo) + VF(Zo) (% — Zo) + o([|Z — Zo]|)
F'(Zy) : R" —= R; ¥~ (Vf(Zo).7)

Diffb. Abb. in den R¥. Gegeben G C R™ Gebiet, F': G — R*.

F(Z) = (Fu(Z), .., Fi(2))

F(Z) = F(Zo) + L(Z — To) + o([|Z — Zo|)

F ist diffbar in Zy < alle Fj (1 < j < k) sind diffb. in Zy.

Schreibe L = (L1, ..., Li). Die Abb. L ist also gegeben durch die Matrix
V(%)
VF%(QUO) = Jr(@y) 7 Jacobi-Matrix”

V Fi,(Zo)

Wiederholung Differenzierbarkeit:
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Bild 40
7€ R™ vi?+ ...+ v,?2 = 1. "Richtungsvektor”
Ist G offen, Zy € G, dann &y + ¢ fiir [¢| klein noch in G

4 F o+ 190 = 5/ (70)

heifit Richtungsableitung von f in Richtung ¢
Ist ¥ = ¢&; = (0,...,0, _1_ ,0,...,0), dann % = 0¢,
j-te Stelle

f heiit in ¥y € G diffbar, wenn es eine lin. Abb. L gibt mit
f(@) = f(&o) + L(Z — o) + Rz, (%)

. . Rz (&
mit lim ”5_075 =0

Fo@o ofl

Schreibe dafiir auch o(||Z — Zo||).
Wir schreiben L = f/(Z) (lin. Abb.)

Jacobi-Matrix: ist G € R™ Gebiet und f in &y € G diffbar mit f : G — RF, dann gilt mit
f = (flv Sx3) fk)

0 - o
Tg(xo) ai
f(Zo) = Jp () = : :
Ofi (= Fi)
Tﬁ(xo) %

Kriterien und erste Anwendungen.

(1) Extremwerte diffb. Fkt.
Sei G € R"™ offen, f : G — R ”hat in %y ein lokales Minimum”, wenn f(&) > f(Zo) fur
|Z — Zo|| < 0 mit geniigend kleinen 6 > 0.
Ist f in Z( diffbar, dann gilt %(fo) =0V j. (denn f(xo(l), ...,a:o(j_l),a:j,xo(j+1), ...) hat
als Fkt von z; ein Minimum)

Analog: lokales Max.
(2) Kettenregel: bei Fkt. von R — R : (f o g)'(zo) = f'(g9(x0))g’ (x0)
Gegeben sei G € R" offen, Zy € G

g: G—-TRF f: RF >R
g seiin @y und f in g(&y) diffbar. Dann ist f o g in Zp diffbar, und es gilt

J1(9(Z0)) 0 Jyg(Zo) = Jfoqg(Z0)

Beweis simpel:
F@) = f(@o) + T (@) — o) + olllF — Holl)
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9(%) = g(Zo) + Jo(To)(Z — Zo) + (|7 — Zol|)
Setze ¢ = g(¥) ein.

f(9(Z)) = fog(Zo) + J(9(£0))(9(%) — g(o)) + Rest
= fog(%o) + Js(9(%0))Jy(70) (¥ — To) + Rest

Beispiel' Gegeben F: R—R,

f 1+a:4+t4

f1+04+t4
F(x) = G( r)=GoT(x)
T: R—R?: 2+ (z,)
F'(z0) = Ja(T(w0))J7(0)

Jr —
11

— (9G 9G _
Ja = (au’ dv (1+v4+u4’f ov 1+v4+t

oG 8G
F/(JI()) = %(Jio,ivo) + %(xo,xo)

Allgemeiner: ist f(x1,...,x,) diffbar, und F(z) = f(z,z,...,x), dann gilt
F'(z) = z ggj< oy )

‘]7

Zusammenhang dieser Begriffe:

Ist f: G — R" in &y diffbar, dann ist f auch in &y stetig und nach allen x; partiell diffbar.
f(Z) = f(Zo) + J¢(Zo)(Z — o) + o([|Z — Zol|)

Warnung: Umkehrungen sind i.a. falsch.

SATZ. Ist G C R™ ein Gebiet und f: G — RF sei auf ganz G nach allen x; partiell dlffb, 8:0
seien alle stetig. Dann ist f auf G auch diffbar.

Ho6here partielle Ableitungen.
. 0
fo G = REdiffbar. f = (fi, o fi) = G
Ist etwa g—ﬁ wieder diffb. nach z;, dann bllde a%i%

Ggf. gibt es also

0 0h
61‘2 a$1
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9 Oh
8$1 8562
SATZ (von Schwarz). Ist G ein Gebiet und existiert dort aimg—f;, und ist diese Fkt. stetig auf

G, dann existiert auch

0 9f1 ¢ 0_90f _ 0 Of
Oxo Ox1’ und €s gllt Ox1 Oxy ~ Oxo 011

Bei Vertauschbarkeit wird geschrieben

o*f . O

8$18$2 ’ a2$1
nach z1, dann z9 diff. 2xnach z; diff.

Die Hesse-Matrix
G Gebiet, G CR", f: G—R
Fiir alle 2-ten Ableitungen sei die Vertauschbarkeit gesichert. Dann bilde

92 f 02 f 02 f
012 O0x10x2 7 Ox10Tn
02 f

Hf(f) = 8I1.8I2 h )

0% f 0% f

0x10xn Oxn?

diese symmetrische Matrix heiffit Hesse-Matrix.

SATZ. Sei G C R" Gebiet, f: G — R diftbaer; die 2-ten part. Ableitungen seien auf G stetig.
ist Jf(#p) = 0 und die quadratische Form

tzHy(Z0)Z = Q(2)

positiv definit, dann hat f in Ty ein lokales Minimum.
f(Z) = f(Zo) + J;(T0)(Z — To) + 3Q(T — To) + Rest

5.5 Mittelwertsatz und Taylor’sche Formel

Wiederholung HM I: I C R Intervall, f : I — IR sei oft diffb., wie Ableitungen vorkommen.
a € I. Dann ist

£™(a)

n!

f"(a)
2

SATZ (aus HM I). Ist f n + 1 mal stetig diffbar, dann gilt

f(x) = f(a) + f'(a)(z — a) + (x—a)®+ ..+ (r —a)" + R(a,x)

1
(n+1)!

Rla,2) = ~(t — a)" fr ) (1)t =

o FOD(E) (2 — 1) fiir ein € € (a,2)
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Spezialfall n = 0: MWS der Diff-Rechnung;:
f(x) — f(a) = (x — a) f'(&) fiir ein ¢ zwischen x und a
Anwendung: ist f'(a) = 0. Dann kénnte a lokales Extremum sein.
f) = F@) + 37O~ o) (=)

Ist f’(a) > 0 und f” in a stetig, dann lies aus (x) ab: f(z) > f(a) fiir 0 < |z — a| klein.

Betrachte jetzt G C R* Gebiet; F: G — R.
(heute: F' Funktion mit k£ Verénderl., f etc héngt von nur einer Variablen ab).
Sei a@ € G.

ist hoffentlich die beste lineare Approximation; diese kénnen wir auch
F(a@) + (V(a),7 — @) = F(a) + F'(@)(Z — a@)

Ansatz fiir quadratische Approximation:

O*F
Hp(a) = (@) ist symmetrische Matrix, Format k x k.
Oxié?xj 1<i,j<k

Ansatz also:

F(@) + F/(@)(@ — @) + 5 (& — @) Hp(a) (7 — a)

quadr. Form in #—@

Wird F”(a) als die zu Hp(a@) gehdrende quadr. Form aufgefasst, dann entsteht F'(@)+F'(a@)(Z—

a) + FNQ(&) (£ — @)?. In Koordinaten heiit das

k
. OF (@) 1 0*F(a@)
F(a’) + ‘ 8% (.’E] - a’]) + 5 Z axzax] (ml a’l)(x] a’])
Jj=1 1<i,5<k
Fiir eine kubische Approx. ist dazu noch zu addieren:
3 . .
%+3 > (fmgig%m(a)(:ri —a;)(zj — aj)(x; — a;) und so weiter!
1<i, 1<k

Existieren alle n-ten partiellen Ableitungen von F', dann betrachte

1 o"F . o
n! Z m(a)(fvll —ay)...(x, —ay,) = Po(Z, d)
C1Sn<k 1,0T,...07],

1<j<n
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Das n-te Taylorpolynom zu F ist dann
Tpa(Z) = F(a@) + Pi(%,ad) + Po(Z,d) + ... + P (&, d)

Problem: Fehlerkontrolle zwischen F' und seinem Taylorpolynom.
In der Ndhe von @ € G seien alle n-ten partiellen Ableitungen stetig!
1. Schritt: verallgemeinere MWS. Sei Z € @, die Strecke von @ nach Z sei ganz in G. Bild 41

f(t)=F(a+t(Z—ad)); f: [0,1] — R diffb. nach Kettenregel; f'(¢t) = VF(d+t(Z—a))(Z—a)

t — d+ t(Z — a) ist eingesetzt in F.

F(1) = £(0) = f/(€) fiir ein € € (0,1)
F(Z) — F(d@) = VF(@+ &7 — @) (% — @)

SATZ 1 (Mittelwertsatz in n Variablen). Sei G C R¥ ein Gebiet, F : G — R sei diffbar in G.
Seien @, € G, die Verbindungsgerade (} = {@+¢(Z—d). 0 <t < 1} sei in G enthalten. Dann
gibt es

£ e  mit F(Z) — F(@) = VF(£)(Z — @)

Analog kann auf f der Taylorsche Satz in einer Variablen angewendet werden:

F@) = £0) + f/(0)t + L7002 + .. + H 0y + R(t); t=1

F(§) = F(a@) + VF(@)(& = @) + 5£"(0) + . + 1 f(0) + gy f/TV(€) 0<ée<1

SATZ 2 (Taylorscher Satz, n Variable). Sei G wie in Satz 1, n € N und F' : G — R habe
stetige partielle Ableitungen auf G mindestens n 4+ 1-ter Ordnung.

Dann ist F'(Z) = Tpg(%) + P,.1(@,€) mit € €  (Negation wie in Satz 1)

denn: f(t) = F(d + t(Z — d@)). Wende darauf Taylor an: f(t) = f(0) + f/(0)t + ...
Wihle ¢ = 1 und wende Induktion an auf f/(t) = VF(a z
Audsruck fiir % = P(ad)

Anwendung: lokale Extremwerte

Seien F, G etc. wie in Satz 2 mit n = 1 (d.h. F ist 2x stetig diffbar)
Es sei VF (@) = 0 (also @ Kandidat fiir lokales Extremum!)

Ist Z nahe bei @, dann (} C G (wegen G offen)

P(®) = P(a) + § ‘€Hr(@)¢ fir cin £ €

Sind alle Eigenwerte von Hp(a@) positiv, dann ist @ Minimumstelle.
a

Sind alle Eigenwerte von Hp (@) negativ, dann ist @ Maximum-Stelle.
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Beispiel: f: [0,00) X [0,00) = R; f(z,y) = zye *7Y

% =yle ™Y —xe YV =y(l —x)e Y x=1
of
'l -1

0 3y Y

5.6 Implizit gegebene Funktionen und Abbildungen

Bild 42
Bild 43

F: G -R: {(z,y): F(z,y) =0}

CR2
Frage: lasst sich die Gleichung F'(x,y) = 0 nach y auslésen? D.h.: gibt es eine Funktion ¢ mit
F(z,g(x)) = 07 Genauer:
Gegeben sei ein Punkt (xg,yo) mit F(xg,yo) = 0. Gibt es € > 0, s.d. auf |z — zy| < € eine
Funktion g : Uc(zp) — R ex. mit F(z,g(x)) = 07

Das kann hochstens dann funktionieren wenn %—5(370, yo) # 0. Dann aber sollte es auch gehen!

Etwas allgemeiner: G C R"*! sei ein Gebiet; Punkte im R seien (Z,y) = (21, ..., Tn,y)
Gegeben sei F': G — R stetig und nach y partiell stetig diffbar.

Betrachten £ = {(Z,y) € G : F(Z,y) = 0}.

Sei (%o, y0) € L. Gibt es € > 0 und eine Funktion g : U (Zy) — R mit F(Z,g(¥)) = 0 fiir
¥ € Uc(Zp), dann heifit G eine Auflosung der Gleichung F(Z,y) = 0 nach y. Alternativ heifit
g auch die durch A(Z,y) = 0 gegebene implizite Funktion.

SATZ iiber die implizite Funktion. Notation wie eben.

Ist %—5(3‘0’0, yo) # 0, dann gibt es ein € > 0 und eine Auflésung g auf U (Zp). Ist go(Z) = yo und

F(Z, g1 (7))

Gr1(Z) = gi(¥) — - ,
%($0, 3/0)

dann konvergiert die Fkt-folge g auf Uc(Zy) gleichmdfig gegen g.

Begriindung mit Banach’schem Fixpunktsatz:

C(Ue(Zo) = {f : Uc(o) — R, stetig}; [|flloc = = A | ()|
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Manipulation: zx(Z) = gr(Z) — yo

o o~ F(Z zp (2 +
Zk+1(.’E) :Zk(l')— (alk( yO)

—

Zeige: @ ist eine Kontraktion. Dann liefert der Banach’sche Fixpunktsatz ein z € C(U(Zp))
mit ®(2) = z, und g(¥) = yo + 2(Z&) ist die Auflésung.
Seien hl, hy € C(Ue(fo))

[@(h1) = B(h2)llec = max [h1(Z) — ho)T) —

lz—zo|<e

1
< Z|lhi — h
_2H 1— ha|

fiir geniigend kleines € > 0, wenn auf den Zahler der MWS angewendet wird.

Beispiel: F(z,y) =22+ -1 L={(z,y): 2> +y> =1}

Bild 44

z9=0,y0=1: go(z) =1

9i+1(7) = 94(%) = By 1)

gi+1(2) = gr(x) — 3(2* + g(x)? — 1)

g(z)=1- % x2) =1 %1:2

g2(x) = 1— 322 — §(2°+(1—12%)?—1) = 1— a2 — {2 (Taylorentwicklung von g(z) = V1 — 2

In diesem speziellen Fall sind die g (x) die Taylorpolynome der (expliziten) Auflosung /1 — z:2.

Kraftvoll ist der Satz, wenn die Auflésung nicht durch elementare Funktionen beschrieben

werden kann.

Sei I C R Intervall; f: I — R diffbar. Sei f/(xg) # 0.
Bilde F(z,y) =z~ fly) F=0&z=[fy)ey=/,"(2)
Ist 20 = f(yo) und f'(yo) # 0, dann ist F' = 0 lokal auflésbar, d.h. 3 f~L.

Die Funktionenfolge

z — f(gx(z))
f'(yo)

konvergent gegen die Umkehrung f~!.
(Fe.ge(@) =2 = flar@) % = -1'®)

gr+1(z) = gr(x) +
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Implizit gegebene Abbildungen.

r—y—2=0
Bild 45
Wiederholung:

Implizite Funktionen: f(z,y) = 2%(1 —2?) —y?> =0
Bild 46
Bei (xg,y0) = (0,0) ist % = % = 0, dort kann weder nach x noch nach y aufgelost werden.

Bei (£1,0) ist %?]; = 0, es kann nur nach x aufgelost werden:

1 1
xzi\/2+2\/1—4y2 fiir |y| <3

Sonst % #0,und y = £+/2%(1 — 22)

SATZ 1. Sei G C R""! offen, (Zp,y0) € G und F: G — R sei stetig und partiell stetig nach
y diffbar mit F(Zp,yo) = 0 und %—Z(:E’g, yo) 7 0. Dann gibt es € > 0 und eine stetige Funktion
g: UdZp) — R mit

F(Z,9(%) =0
ZUSATZ: {(Z,y) € G: F(Z,y) = 0} N U(Zo,yo) ist genau der Graf von g
ZUSATZ 2. Ist F stetig diffbar, dann ist auch die " Auflésung” ¢ differenzierbar, und aus

F(z1,22,....,2n,9(Z)) =0

liefert die Kettenregel

0 s = O e+ OF ) 08
also

IO TG

O 9E(#,9(2))

Beispiel: Die Gleichung sinzy = xe¥ — em soll "nahe” der Losung xg = m, yo = 1 "nach y

aufgelost werden

F(x,y) =sin(zxy) — ze¥ + erm
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5.6 IMPLIZIT GEGEBENE FUNKTIONEN UND ABBILDUNGEN 69

hat F'(7,1) = 0 und
F
??y = zcos(xy) — xe?
OF
8—y(7r, 1) =7mcosm—me <0

Es gibt also e >0 und ¢g: (7 —¢,m+¢€) — R mit F(x,g(z)) = 0 und es gilt

g(z) = — 9 (z,g(z)) _ g(x) cos(ag(x) - 09(@)
83%(%9(:1:)) xCOS(l’g(q‘;)) — red(@)

1-(cosm)—e 1
= — -\ " _ -
g(m TCOST — Te T

Ubung: Taylorentwicklung von g

Mehrere Gleichungen
Beispiel:

2 +y?+22=1
r—y—z2=0

Bild 47

Analogie zur lin. Algebra? Dort: jede Gleichung reduziert die Dimension der Lésungsmenge

um 1 (es sei denn, die Gleichungen sind ”abhéngig”)
”Auflosen” heifit hier im Beispiel etwa Losungsmenge als Graf etwa (z,y(x), 2(z)) erkennen.

Lisst sich hier explizit berechnen: y = z — 2 fiir y in 22 + (x — 2)% + 22 = 1 eingesetzt gibt

z(x), analog y(x).

SATZ 2 (iiber implizite Abbildungen).
Sei G
subsetR™* offen, ¥ = (z1, ..., %), ¥ = (Y1,...,yx) und F': G — RF sei stetig diffbar. Schreibe

F=(Fi,.. F)
und
C o o OF; 1= . .
Sei (Zo, 7o) € £ und (ayj (l‘o,yo)> Lie invertierbar.
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70 FUNKTIONEN MEHRERER VARIABLER

Dann gibt es eine Umgebung U, (Zp) mit € > 0 und eine Abbildung g : U (Zy) — R* mit
F(Z,9(2)) = 0; g(Zo) = 1o

Ferner ist £ NU.((Zo, 7o) der Graf von g.

ZUSATZ: g ist diffbar mit

S oF; . . \! OF; L
Jg(Zo) = <8yj ($0,y0)> <8xj>1§z‘,jgk (%o, g(%0))
1<5<n

1<i,j<k

Beispiel:

Fi(z,y1,y2) =23 +y1> + 2 —7=0
Fy(z,y1,y2) = 2y1 + 1y +y2x +2 =10

hat gemeinsame Nullstelle (x,y1,y2) = (2,—1,0)

” Auflsen” nach yp,y2 77 (mit x als ” Variable”?)

(3Fi) _ (3”3t ) _ (30
Wi ) 1<i j<2 T+y2 T+ U1 2 1

y1 = —1
y2 =0

Es gibt also € > 0 mit Funktionen
gi: 2—€2+¢) —R,
die das System durch

Fi(z,91(2), 92(2)) = Fa(2, 91(2), g2()) = 0

7auflésen”, und die Ableitungsformel gibt
-1
gll(2> _ 30 %(27 _170)
92,(2) - 2 1 %(23_170)

5.7 Kurven, Flichen, Mannigfaltigkeiten

Il
|
©»-l>
~_

Grobe Idee: eine d-dimensionale Mannigfaltigkeit im R™ soll ”lokal” wie eine R¢ aussehen.

Sei M C R™; Lg={(x1,....,xpn) : Tg41 = Tg42 = ... =z, = 0} Bild 48
Eine d-dimensionale Karte in der Ndhe von i € M ist eine stetige, diffb. Abbildung ¢ :
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5.7 KURVEN, FLACHEN, MANNIGFALTIGKEITEN 71

U.(0) — R"
Bild 49

mit folgenden Eigenschaften:
(i) ¢ : U(0) — o(U(0)) ist bijektiv,
det J, () # 0 fiir alle Z € U(0)
(i) ¢(0) =m
(iii) M Ne(U(0)) = (LaN Ue(0))

M heifit d-dim. (Unter-)Mannigfaltigkeit (des R™), wenn es zu jedem m € M eine d-dim.

Karte in der Nihe von m gibt.

Ein Atlas einer solchen d-dim. Mannigfaltigkeit ist eine Menge von Karten, s.d. jedes m € M
im Bild mindestens einer Karte vorkommt.

(In Teilen der Literatur: Karte = Parametrisierung = lokales Koordinatensystem)

G CR" f: G — R, stetig diffbar, G offen, zusammenhéngend.
Der Graf {(7, f(¥)) € R*"!: & € G} ist eine n-dim. Mannigfaltigkeit im R"*!
Bild 50

Das wichtigste Beispiel: G ¢ R""* 5 (Z, %)

= (x1,...,2n), ¥= (Yy1,...,yx). Seien Fi, .., Fi : G — R stetig diffbar. Dann ist
L={(@9): F(Z9)=..=F(Zy) =0}

eine n-dim. Mannigfaltigkeit im R™**, wenn an jeder Stelle (%o, 7o) € R"** die Funktional-

matrix J(Fh”’pk)(fo,go) Rang k hat.

Beispiel: 712 + .,.. + 2,2 = 1 ist (n — 1)-dim. Mannigfaltigkeit.

Bild 51

Beispiele:
(1) Grafen von Funktionen f : % — R von einem Gebiet G; f stetig diffbar, sind n-dim.
C n
Mannigfaltikgkeiten M = {(Z, f(Z)) € R"*': Z € G} im R"*!

Sind Funktionen F, ..., F}, auf einem Gebiet G C R™ gegeben und

L={ZeG: F(T) =..-F(Z) =0}

Ist fiir jedes # € £ die Matrix Jip,  p,)(#) vom Rang k, dann £ lokal der Graf einer
Abbildung und deshalb eine n — k-dim. Mannigfaltigkeit.
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(2)

Jede Mannigfaltigkeit der Dim. d im R"™ lasst sich lokal durch n — d Gleichungen F; =
.. = F,,_q = 0 beschrieben.
Denn: (siehe Bild) 2411 = ... = x, = 0 beschreibt die ”Koordinatenebene”, transportiere

mit Karte.

gn—1 — {fe R™: .1'12 =+ ... —l—an = 1}
F(Z) =212+ ... + 2,2 — 1; VF(Z) = 2 # 0 auf $*!

S"—1 ist also eine n — 1-dim. Mannigfaltigkeit im R™.

Kartenabbildungen fiir S?~!

Bild 52

¢ : S'\ IN — R bijektiv, in beide Richtungen diffbar.

Dies ist die ”stereografische Projektion” vom Nordpol.

Allgemeiner: S™~ 1\ {(0,...,0,1)} lisst sich genauso auf {z1,...,z,_1,0)} abbilden. Zu-

sammen mit der stereografischen Projektion vom Siidpol entsteht ein Atlas.

Ganz andere Karten liefern ” Polarkoordinaten”:

Tl =TCosp, Tg =7rsine

Durch (0,27) — S, ¢+ (cos g, sin ) entsteht eine Karte.
Durch (—7,7) — S'), ¢+ (cosp,sinp) entsteht eine Karte.

Zusammen bilden diese einen Atlas.

A € R™"™ symmetrisch; ¢(Z) = 'FAZ; Q = {Z: q(Z) = 1} ist n— 1-dim. Mannigfaltigkeit
Vorsicht: ¢(&) = 0 beschreibt i.a. keine Mannigfaltigkeit!
Beispiel: 212 — 292 = 0 & 21 = +19

O(n) ={A e R™": 'AA = E,} "orthogonale Gruppe”

A = (zijh<ij<n

tAA = E,, liefert %n(n + 1) Gleichungen zwischen dem n? Variablen z11, ..., Tpy,

= O(n) ist eine n? — in(n + 1) = in(n — 1) dim. Mgfkt im R™.

(2. Halfte 19. Jh.: Sophus Lie studiert Mannigfaltigkeiten, die gleichzeitig Gruppen mit
diffb. Gruppenoperationen sind; sehr wichtig in Physik; ”Lie-Gruppen”)

”Konfigurationsrdume” in der Mechanik sind Mannigfaltigkeiten.
n ”Massenpunkte” @y, ...,d, € R3. Zwischen diesen n Punkten bestehen durch k Fkt.
Fy, ..., F}, beschriebene Abhéngigkeiten Fj(d1,...,d,) =0 (1 < j < k).
. 3
Konkret: ”Stab” der Liinge 1, beschrieben durch Endpunkte @, b € R?; 3 (a;—b;)? = 1; 5-

i=1
dim. Mannigfaltigkeiten im R® heifit der Konfigurationsraum fiir den Stab.

Tangential- und Normalenraum.
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5.7 KURVEN, FLACHEN, MANNIGFALTIGKEITEN 73

Bild 53

Sei M C R" eine d-dim. Mannigfaltigkeit, m € M. Ein v € R™ heifit Tangentialvektor an M
in m, wenn es einen diffb. Weg

v: (—€€) — M mity(0) = m; 4/(0) = 0.

T, M = {Tangentialvektoren in m}. ist R-VR, dimT,,M = d
NyM = (T,,M)* ”Normalenraum”
NpyM ={ZeR": (X ,v)=0YveTl,M}

Beispiel: "' = {Z € R": 1%+ ... + 2,2 = 1}. m = (1,0,...,0)
Bild 54

T, S" 1 ={(0,z9,23); zj € R}.

NSt ={(21,0,0): z1 € R}.

SATZ. Sei G C R" offen, F,...,Fy : G — R seien stetig diffbar, m € £ = {F(Z) = ... =

meSLF@) =22+...42,°-1=0
VF(¥) =2%

T7S" 1 ={v: (2m,7) =0}

(entspricht der Anschauung)

ImR": zgy1=...=2, =0

F(Z) = (Tge1y -y Tn)

Im R™ sei eine d-dim. Mannigfaltigkeit M gegeben durch k = n — d diffb. Gleichungen
F\(Z) = ... = Fi(¥) = 0;

fir F' = (F1, ..., Fi) habe Jp(Z) stets Rang k. Dann ist fiir jedes m € M
TiM =Kern F'(m) = {v e R": Jp(m)d =0}

Beispiel: Neilsche Parabel im R2.
N ={(z,y) eR?: y* =2’}

Bild 55

ot (t2,13)

¢ = (2t,3t?) = (0,0) bei t = 0.

Ubung: hier wiirde Ti0,0)N = {(0,0)} sein, also N keine Mannigfaltigkeit.
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74 FUNKTIONEN MEHRERER VARIABLER

Beispiel: Ist M gegeben durch eine Gleichung
F(xl, ceey .Tn) = 0,

dann ist Jp = VF und Tz M = {v: (v; VF(m)) =0}

Beispiel: im R?:
Bild 56
Nz M = der von VFEi(m), ..., VFi(m) aufgespannter Raum

Die "Flidchen” F (&) = const. heiflen Niveauflichen von F'.

Differentialrechnung auf Mannigfaltigkeiten

Standard-Situation (wie vorher): M sei d-dim. Mannigfaltigkeit im R", beschrieben durch
k = n — d diffbr. Gleichung F1 (%) = ... = F(Z) = 0 mit F' = (F1, ..., Fi) und Jp(m) vom

Rang k fiir jedes m € M.

Diffbare Fkt. auf M. Sei f: M — R eine Funktion, m € M.

Bild 57

Sei ¢ eine Karte mit ¢(0) = 7.

Lo={(x1,...zp) ER": 2441 = ... = 3, = 0}

Dann wird fop: U, (0) — R auf "stetig”, ”diffb.”, stetig diffb. etc. getestet.

Cid
Ist fiir jede Karte diese Eigenschaft erfiillt, dann heifit f stetig/diffb./stetig diffb. auf M.

Geometrische Uberlegung:

unniitzes Bild
Lagrange’sche Multiplikatorenregel. Sei M eine d-dim. Mannigfaltigkeit im R", gegeben

durch obige Standardsituation. Sei f : R™ — R diffbar; die Einschrankung von f auf M habe
m € M ein lokales Extremum. Dann gibt es A1, ..., Az € Rm mit

k
VI(R) =Y AVE(m)
=1

Die A; heilen Lagrange-Multiplikatoren.

Beispiel: f ist zu maximieren/minimieren unter den ”Nebenbedingungen” F} = ... = F, =0
F(zi,...zp) =21+ ...+ 2, —1; 2; >0 (1 < j<n)
Bild 58

f(@) = z1m2...75,
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5.7 KURVEN, FLACHEN, MANNIGFALTIGKEITEN 75

Mit Rand ist die Flache z1 + ... + , = 1, x; > 0 kompakt, es ist f(Z) > 0 auf der Fliche
ohne Rand, = 0 auf dem Rand.

Also hat f ein positives Max. im ”Inneren” der Fliche.

Vi@ = (42,40, 10

VF=(1,..1)
Ist x die Max-Stelle, dann 3 A € R mit

L
A # 0 wegen f(Z) # 0, dann folgt 1 =29 = ... =z, = % (wegen F'=0)

Also ist das Msximum von z123...z, unter der Nebenbedingung =1 + ... +z, = 1, x; > 0

genau ( %)n

Ungleichung zw. geom. und arithm. Mittel:

Gegeben seien aq, ..., a, > 0. Dann gilt

1
vai, ..., an < ﬁ(al + ... Fap)

denn: xTj = a1+fl.7?+an =T+ ... —i—:L‘j = 1, also T1L2... Ty < (%)n
1\" "
a2 (> /] aaz..an < <M> v
(a1 + ... +ap)? n n

Beispiel 2: A € R"*" symmetrisch; q(¥) = '#AZ in der Rolle von f
Nebenbedingung: Fy(#) = 712 + ... + 2,2 —1 =10

Bild fir n = 2 und ¢ = 212 — 22

Bild 59

Gesucht sind Min. und Max. von ¢(&) auf # € S"~1.
Behauptung: da S"~! kompakt, gibt’s diese, und an diesen Stellen sind EV von A.
n

7)) = > ayrizy = anzi2+2 35 aijxiz;+ Terme, die 21 nicht enthalten.
1<ij<n j=2

n n
aaqu(f) — 2ay,21 + 2 ZQQU%- =9 Zlaljxj = 2(1. Zeile von A, T)
i= i=

Vq(Z) = 2'7A; VFy = 27 217A = 20T
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6 Mehrdimensionale Integration

6.1 Regelfunktion auf R"

Erinnerung: Integration von Fkt. f : I = [a,b] — R mit I kompakt.

1. Schritt: Treppenfunktion integrieren.

Bild 60

b n—1 ) )
Jtdz = > (xj41 — z5)t (%)
a 7=0

Bild 61

f: [a,b] — R heift Regelfunktion, wenn V e > 0 3¢ : [a,b] — R Treppenfunktion mit
|f(x) —t(x)| < eV z € la,b.
A f ~tloe <e [l = maxih(z)

Wihle ¢, mit ||f —t,[| < 2,
b b
[ fdx:= nlLrgo({tndx

a
Ist f,, eine Folge Regelfkt. mit ||f1 — f|| — 0, dann ist auch f Regelfkt.

Nachbau im R™: ein Quader @@ C R™ ist eine Menge {¥ € R" : a; < x; < b;} = @ mit
aeR”, EERH, a; < b;
Eine solche Menge heifit genauer offener Quader.

Es kann auch mit a; < z; < b; oder a; < z; < b; gearbeitet werden, fiir Theorie irrelevant.
n

vol(Q) = [ (bi — a;)
i=1

Bild 62

Definition (Treppenfunktionen): @ C R™ sei ein Quader, t: @ — R.

t heifit Treppenfkt., wenn es endlich viele Q; C @ mit |JQ; = Q gibt, s.d. ¢t auf @; konstant
ist.

Bild 63

Das Elementarintegral von ¢ ist definiert durch

/tda? = ZVO](Qj)t(Qj>

Q
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78 MEHRDIMENSIONALE INTEGRATION

Eigenschaften des Elementarintegrals

(1) T(Q) = {t : Q — R Treppenfunktion} ist ein R-VR und [: T(Q) — R, ¢t — thda_c' ist
linear
denn: mit t € T(Q) ist X € T(Q) VAR
t,ts € T(Q) = t1 £ ts € T(Q)
Bild 64
Es gibt stets eine Zerlegung in Quader, so dass gleichzeitig t1 und to auf jedem Teilquader

konstant sind

(2) Sind t1,t2 € T(Q), dann gilt auch max(¢;,t2), min(t1,t2) € T(Q)

Sind t1,t2 € T(Q), dann zerlege @ in Quader Q1, ..., Qr, s.d. t; und ty auf Q; konstant

f(t1+t2)df: i (QJ)(tl(Qj)+t2(QJ :ftl df+ft2df

(3) Sind t1,12 € T(Q) mit t1(z) < t2(x) ¥V 2 € Q, dann gilt auch [, t1dZ < [, t2d (Mono-
tonie des Elementarintegrals)

denn: wird @ in Q; zerlegt, so dass t; und ¢3 auf (); konstant,
[tz =3 wol@n@,) < 3 vol(Q))1a(@Q)) = [ tadz
j=1
(4) teT(Q) = |t| € T(Q), und | [¢dZ| < [ |t| dZ (Dreiecksungleichung)
denn: |t| € T(Q) klar.
t(x) < |t(z) —t(z) <|[t(z)]
/td:c < /|t|dx /tdaz</|t|dm

also | [tdz| < [|t|dx

Bild 65
Definition: f: @ — R heifit Regelfunktion, wenn es zu jedem e > 0 ein ¢ € T'(Q) mit

If = tlloo <€

SATZ 1. Ist ) ein abgeschlossener Quader und f: @ — R stetig, dann ist f Regelfunktion
(denn: siehe HM1 fiir n = 1, bleibt wortlich richtig).

Definition des Regelintegrals: sei f eine Regelfunktion.

Dann gibt es Treppenfkt. ¢ mit klim If —tklloo =0
—00
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=t} ist Cauchy-Folge bzgl. || ||co, d-h. V e > 0 ist ||tx — ]| < eV k,1 > N(e)
= | [tpde — [t dz| < evol(Q)

Also ist [t dx eine CF in R, konvergiert deshalb, und wir def.

/fdg?:: lim [ t),d#
Q k—oo

Wir miissen noch zeigen, dass diese Def. nicht von der Auswahl der t; abhingt. Ist etwa
tr* € T(Q) ebenfalls mit ||tx* — flloc — 0, dann ist [(tx — t*)dZ — 0 zu zeigen.

te(z) — f(2)| <eVTeq

te"(x) — fz)| <eVIe@
k> N(e)

Jo lte(z) — t3* (2)|dz < 2e vol(Q)

SATZ. Sei @ ein abgeschlossener Quader. R(Q) = {f : @ — R, Regelfkt.}. Dann R(Q) ein
R-VR, die Abb.

J: RQ)—R; f— fQ f dZ ist linear und monoton:

f,g€R(Q) mit f(z) <g(x)VZeQ= [[fdZ< [gdT;

Ist f € R(Q), dann ist auch |f| € R(Q), und es gilt

| / fdx| < / | f| dZ Dreiecksungleichung
Q Q

Itk — fll — 0
[sr. — gl — 0
t, = min(tk, Sk) — f

Sk; = max(tg, sx) — g

Bild 66
f € R(Q) :& fiir jedes e > 03t € T(Q)

mit sup|t(Z) — f(Z)] < €; mit anderen Worten
ZeqQ
[t = flloo <€
Ist f € R(Q) und ¢t € T(Q) mit ||f — tx|| — 0 (k — o), dann ex. klim fQ tr d7; und dieser

Grenzwert ist fiir alle solchen Folgen t; derselbe.

Deshalb setze

/f(:f:’)d:n = lim [ txd¥
Q k=00 /q
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80 MEHRDIMENSIONALE INTEGRATION

Bild 67

SATZ 3. Ist @ C R™ ein Quader, dann ist R(Q) vollstindig, und das Integral [ : R(Q) — R
ist stetig, wenn auf R(Q) die Norm || ||~ gegeben ist.

Was soll das? Seien f, € R(Q), die bzgl. || || eine CF bilden:
Ye>03N(e),sd VEI>N

I1fe(Z) = fil@)]|oo < €

= VZeQ: [fu(Z)— filD)] <e
Jx(Z) sind CF in R, also konv.
S lim fu(#) = £(7)

Jetzt | — oo:

fie(@) = f(@)] < e

= I/ = flloo = 0 (k — o0)
f € R(Q), denn zu € > 0 wéhle k mit ||f — fi|| < e, mit t € T(Q) mit || fr — ]| <€
Also ||f — t|linfty < 2e. Ferner ist klim fQ fr frdZ — fQ f d¥, denn

\/kad:f—/Qfdflé/I(fk—f)ldwS/ka—flloodwzvol(Q)ka—fH

Integration iiber allgemeine Mengen:
Q C R™ Quader, G C @ zunichst beliebig.
1 Z7e€G
1a(Z) =
0 7eQ\G
G heifit (R-)messbar, wenn 14 € R(Q);
vol(G) = fQ 1¢(Z)dZ heit Volumen (oder Inhalt) von G. Insbesondere ist jeder Quader
messbar. Ist f € R(Q) und G messbar, G C @, dann ist 1 f € R(Q), wir schreiben

/Q L@@z = [ f(@)5)

Welche Menge sind messbar?

Prinzip: eine Menge G C R" ist sicher dann messbar, wenn es einen Quader ) gibt mit
G C @ gibt und der "Rand” von G aus endlich viele Mannigfaltigkeiten besteht.

Bild 68
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Dabei sei der "Rand” von G, in Zeichen 0G ("Rand von G”) wie folgt definiert:

geIG& Vex>0

Ue(g) ={Z € R": || — g|| < €} sowohl Pkt in G als auch in R"™ \ G enthilt.

Warnung: 0G kann, muss aber nicht Teil von G sein!

Insbesondere sind durch diffb. Gleichungen beschriebene Mengen messbar.

6.2 Sukzessive Integration

SATZ 1 (Fubini). Sei @ C R™ ein Quader, f € R(Q). Dann gilt

bl bnfl bn
/f(:f:’)df:/... / /f(xl,...,xn)dxndxn1...dx1,
Q

ai Qan—1 An

wenn Q = {Va; < z; < b}

Beispiel: im R? sei
Bild 69
Dann ist G = {(z,y) € R?: 0 <2 <r; y? < 2}, also messbar.

wi(@ = [dwg) = [ totwydwy) [bl<va

G 0<z<r
0<y<r
T \/E T 4
://]lg(x,y)dydx:/ / dydx:/2\/5dx: gr%

0 _\/ll 0
Berechne zur Ubung vol von Kreis und Kugel im R!

Beweisskizze fiir Satz 1: n = 2; (z,7) € R
Fubini fiir Treppenfkt:

Q CR", t € T(Q) mit Quadern Q1, ..., Q. Dann ist t = ) 1(Q;)1g;-
Es geniigt also, Fubini fiir 1 nachzurechnen.

/]lef:VOIQZH(bZ‘—CLi) QZ azgngbl

/ .../]lQ(JL‘l, ,J?n) d.%'n d.l‘n_l...d.%'l = (bn — an)(bn_l — an_l)...(bl — al)
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82 MEHRDIMENSIONALE INTEGRATION

Also gilt Fubini fiir Treppenfunktionen.

Hilfssatz. Sei t € T'(Q)). Dann ist
by
/t(f) dr, =t(&) e T(Q")
Q=1{Z: a; <z < b} = Q'x[ay, by
={THeR"!: g;<a; <b; (1<i<n—-1)}

Es geniigt, dies fiir 1 zu verifizieren.
Durch Nachrechnen o.k.

LEMMA. Sei f € R(Q). Dann ist

/f Ydx, € R(Q')

Beweis: Sei € > 0. Wihle ¢ € T(Q) mit |f(Z) — f(Z¥)| <eVZe€Q
Bei @ € Q' fest ist ¢t Fkt. von x,,, als solche Treppenfkt. = f ist also Fkt. von z,, Regelfunktion.

= es gibt F (')
bn

|ff ) dxy, — /t ) dxy| < e(b, — ay)

Treppen

Wiederholung Sukzessive Integration:

Q CR™ Q= a1, b]z...z[an, by]
f: Q — R Regelfunktion

SATZ 1 (Fubini)

nlbn

fQ Z)dx = f f ff X1y ey T) dxy

anp—1 an
b

Insbesondere ist [ f(z1, ..., Zp—1, Tn) dzy, eine Regelfunktion von & = (21, ..., Tp—1).
an

(1) Der Satz ist ok. fiir t € T(Q).
(2) Wihle ¢t € T(Q) mit || f — tk|lcc — 0 (k — 00).

Dann /tk(f) Az — fQ Z)dx
Q
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6.3 DIE TRANSFORMATIONSFORMEL 83

(3) tr € T(Q). Dann f)fntk(f’,xn) dxy, =: Tp(?) € T(Q') mit Q' = [a1, bi]z...x[an—1, by_1].

an

b7L
T.(Z) — [ f(@, x,)de, =: F,(Z); Regelfunktion als Grenzwert der T ().

an

bn
/ (@) |dZ — [ (@) d7 = [y [ £(7) dwn di?

an

(4) Die Késten sind gleich, weil der Satz 1 fiir T'(Q) gilt. Also
bn
Jo (&) dZ = fQ,af f(@, ) day, d2

(5) Induktion tiber n

2 Beispiele: Q = [0,1] x [0,1] = {(z1,22: 0<2; <1 (i=1,2)}.
f(z1,22) = x122, g(x1,22) = €"272 sind stetig und deshalb € R(Q)

11 1 1
fQ f(f) dr = {{xlxg d.%‘g dwl = ({xl d.%‘l‘ofxg d.%’g = %

11
fQ g(2)dz = [ [ e"*2 dug dxy
00

1

[ermin = SRE =2k (m0)

e =14z + 8 4.,

1

fe““ dro=1firz1 =0
0

Die Funktion F(z) = £ — 1 (2 #0), F(0) =1 ist auf [0, 1] stetig, und es gilt

1
[ e"*2 = [ F(x)dz; dies kann z.B. mit
0

[0,1)?
oo

et =3 %k durch eine schnell konvergente Reihe angegeben werden.
k=0 "

b
Wir sehen spiter: ist g(z1, o) stetig, dann ist [ g(z1, x2) dze wieder stetig in xq. Die Stetig-

a
keit von F' im obigen Beispiel ist also nicht zufillig.

Manchmal berechnet dies Grenzwerte.

6.3 Die Transformationsformel

Ziel: n-dim. Variante fiir ”Substitution”: x = ¢(t)

»(B) Jé]
/ f(x) de = / Flo(t) @' () dt
o(a) @
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84 MEHRDIMENSIONALE INTEGRATION

SATZ 1 (Transformationsformel). Sei G messbar mit G C R"; dabei ist ) ein Quader. Ferner
sei & : G — R" eine diffbare Abbildung, ® : G — ®(G) sei bijektiv mit diffb. Umkehrung.
Dann gilt

£(F) dit = / F(®(D)] det Jo ()] dF
(G) G

1. Wie kommt det Jg in die Formel?

Ist f = 1¢g der Indikator eines Quaders und ® : R"™ — R" linear, dann ist ®(Q) ein
Spat/Paralellflach; vol ®(Q) = | det ®|vol Q

Weil @ linear ist, ist Jp die ® darstellende Matrix zur kanonischen Basis; det Jp = det ®

= Transfo-Formel gilt fiir Treppenfunktionen und lineares ®.

Idee: approx. f durch Treppenfkt. und ® durch (&) + Jg(z)Z. — Konigsberger Analysis 2

Beispiel: Transformation auf Polarkoordinaten im R?
Im R? seien z,y die eukl. Koordinaten;

x =rcost

y = rsind Bild 70

Wir haben also ® : (0,00) x [0,27) — R2\ {(0,0)}; (r,9) — (rcosd,rsind) ist diffbar;
Umkehrung ist diffbar auf R?\ {(z,y) : y =0, = > 0}

Ta(r0) = <aar(rcosﬂ) (%rcosz?) _ (cosﬁ‘ —rsinﬁ)

%(r sin ) %r sin ¢ sind  rcosd

det Jp(r,9) = r(cos® 9 +sin?9) = r

fz,y) d($,y):/Gf(rcosﬂ,rsinﬁ)rd(r,ﬁ)

Q)

Konkreter: f(x,y) = e TV K = {(z,y) € R? 2% +y? < R%*}
G={(r9): 0<r<R, 0<9<2r}. Dann ®(G) = K\ {(0,0)}

R 27 R

/ g%V d(z,y) = / ey d(r,9) = //e_rzr dd dr = 27r/re_r2 dr
Kr G

0 0 0
d et 2te~ "’ e & e B’
— =— =7 =T -
dt 0

oo o0 [e.e] 2
lim e —y? d(z,y) =m = / / e eV dy dy = / e da
R—oo Jip,
—00 —00 — 00
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SATZ 2.
oo

J e do = /7
= j?e_tz

6.4 Parameterintegrale

f l+z4+y (1)
F: R— R. Stetig? Diffb?
Wie wird F’ berechnet?

Allgemeiner:

:4f@@ﬂf<w

Problem: wie iibertragen sich Stetigkeit/Diffbar von f auf F'?

Annahmen an f:
Sei G C RF, Gebiet. Fiir jedes i € G sei ¥ — f(&, %) € R(Q). Dann kann F durch (*) definiert

werden; ” Parameterintegral”. Dabei ist Q C R™ ein Quader.

Bemerkung: ist U C @ messbar, dann ist
| s x—/IM)ﬂfmd

das ist Parameterintegral zu

also nichts Neues.

Sei zusitzlich fiir jedes 7 € Q, G — R; §+— f(&, ) stetig. Bleibt F' in § stetig?

F() — Flio)| < J 1f(E ) — £, 50) d7
Ist ryaé(]f(f, ¥) — f(Z,yo| < € fiir ||§ — go|| klein, dann |F(y) — F(yo)| < € - vol @
re

Insbesondere ist F' stetig sobald f(Z,¥) stetig in Z,7) € Q x G ist. Das Beispiel (1) ist von
diesem Typ.

SATZ 1. Sei Q C R” Quader, G C R* Gebiet, fiir jedes § € G sei ¥ — f(Z,7) € R(Q), fiir
jedes & € Q sei § — f(&,7) stetig. Es gebe ¢ € R mit |f(Z,7)] < cfir alle ¥ € Q, ¥ € G.
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86 MEHRDIMENSIONALE INTEGRATION

Dann ist F(y fQ Z,7) d¥ stetig auf G.

Betrachte jetzt f(Z,%), die nach y partiell stetig diffbar ist.

Fy) = F(y) f (Z,y) = f(Z,40) ;- mws o z

,n)dT
Y= Yo ) Q 9y

mit 1 zwischen y und yq

dz
o 5y T 47

SATZ 2. Sei f wie in Satz 1. Zusitzlich sei fiir jedes ¥ € Q; y — f(Z,y) stetig nach y diffbar.

Dann ist auch F(y fQ Z,y) d¥ stetig diffbar, und es gilt
of
F d¥
(y) = ay( y) di
/ d
x
Fly)y= | —— (1
W= [T W
0
/ 0 1
F'(y) = ———— | dz
) / <3yl+w4+y4> )
0
1
= | —————dx
(1+ 2t 4 y1)?
0

SATZ 3. Sei G C R™ Gebiet, und f(Z, ) sei wie in Satz 1 und zusitzlich nach ¥ diffbar mit

—

stetigen partiellen Ableitungen —( , 7). Dann ist

":/f(fgjdf
Q

nach ¥/ stetig diffbar, und es gilt

OF _ [ Of

= ) dZ
dy ay] 9

6.5 Uneigentliche Integrale

701“(9:) do = Jim / J(a) do
0 0

Bild 71
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o0
/ mxd:c tut’s! (HM 1)
0

Bild 72
to t1
. Pm //f(:cl,xg)dxldxgz/deg:O
1,L2—00
0 0
Bild 73

Abhilfe schafft:

Qu={&: 5| SN: (1<) <n)}

Sei f: R™ — R eine Regelfunktion auf jedem endlichen Quader. f heifit (uneigentlich) int-bar
iiber R™ wenn es zu jedem € > 0 ein N € IN gibt, so dass fiir jede kompakte messbare Menge
K mit KNQn =0 gilt | [ fdz| <e

Bild 74

Dann existiert A}Enoo Joy @) dz s [g, f(Z)dz

Wichtiger Spezialfall: f wie vorher, aber mit f(Z) > 0. Dann ist

f (&) dZ monoton wachsend in N.
QN

Ist dies als Funktion von N beschrinkt, dann ex.
sup f(@) d¥ = f(@)dx
N JQn Rn

Majorantenkriterium: seien f,g: R"™ — R beides Regelfunktionen auf jedem Quader, es
sei |g(z)| < f(z), und das Integral [, f(%)dZ existiere. Dann ex. auch [g, g(Z)dZ, und es
gilt

| [9(@)dz| < [|g(Z)|d < [ f(Z)

denn fiir jedes K ist | [} g(x) dx| < fK f(@) d¥

Beispiel 1:
¢
dwexfura>1 denn [ 42 = L gl

1 1
I = max fosl. 5@ = b for oo 2 1,0 fir ] < 1.
f@) /‘ <Y G- ]
Z o Ma > I

/ vol Q\Qj -1
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Bild 75

SATZ. Das Integral
17]|5s™ d
R {Z: || 7|0 <1}
existiert genau fiir a > n; fiir « < n ist
[ e
1<]|@]loo <N

in N nicht beschriankt. Dasselbe gilt fir || ||2, ]| |1 anstelle von || ||cc-

Trick dazu.

|Z]|cc = 1 oder N

Bild 76

Tl < lIZlleo < 1712
Deshalb nicht Majoranten-Krit.

=

J (B

[1Z]]o0 <1
Uneigentliche Integrale, 2. Teil

SATZ 1. ﬁ konvergent fiir @ > n, fiir @ < n nicht.

IZl>1

ZeR™
Majorantenkriterium: ist f € R(Q) fiir jeden Quader @, iieber ganz R"™ int-bat, und ist
g € R(Q) fiir jeden Quader mit |g(Z)| < f(&), dann ex. auch [, (%) dZ, und es | [ g(Z) dZ| <

[g(@)|dz < [ f(&)dZ

o o o o .

D> gy = . Y ap = lim

1=0 k=0 k=01=0 N—oo <y
I<N

Bild 77

SATZ 2 (Fubini fiir uneigentliche Integrale).

g: R" — R erfiille die Voraussetzungen des Majoranten-Kriteriums. Dann gilt |, 0 9(Z)dz =
oo o0
f f 9(Z) dzq dzxs...dx,. Jede andere Reihenfolge der Integration rechts nach 1, ..., x,, ist
—oco  —00
ebenfalls moglich.
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Bsp.: 7 = V212 + 252 Fiir r > 1 gilt e~ < Cr—* Nach Majoranten-Krit. ist e~ iiber R2
int-bar

_ 2_ 2 .,
Jpee ™™ T dE =7

= f e’x12 < f erdez) dzo

= ( j? e~ d:n)

o0

= [ e dr = /7

—00

Punktsingularitiaten
1

1
lim [ L dr=: [4L
yl =
1

[ 27> dx ex. fiir @ < 1, sonst nicht.

0

Sei f: G\ {zo} = R; G C R" Gebiet, g € G ("% Punktsingularitét”) Bild 78

Wir nehmen an, dass Zy = 0 (sonst substituiere & — & — %)
f sei € R(Q) fiir jeden abgeschlossenen Quader @ C G\ {Zp}
Bild 79

T
12113

Integration iiber Punktsing. in 0 von f kann mit Transfo-Formel und § = auf uneigent-

liche Integrale iiber R™ zurueckgefuehrt werden.

Direkte Definition: Sei G C R" ein Gebiet, 0 € G.

f: G\ {0} — R sei in R(Q) fiir jeden abgeschlossenen Quader Q C G \ {0}

f ist uneigentlich int-bar iiber G, wenn es zu jedem € > 0, ein § > 0 gibt, so dass fiir jede
messbare kompakte Menge K C {0 < ||Z]| < 4} gilt

\/Kf(f)df\ <e

Wegen Trafo-Formel gelten Majoranten-Kriterium und Fubini auch fiir diese uneigentlichen

Integrale.

Beispiel: [ [|7]|3® d¥ konvergiert nach Trafo-Formel fiir o < n.
[2]loe <1

SATZ 3. Ist || - || eine der Normen || ||oc, || ||1,]| [|2 auf dem R™, dann ex. das Integral

/ |Z]|~* dZ genau fir « < n

z]<1
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Beispiel: [Of]2 Ci(ffy); Integral ist stetig, positiv bis auf Punktsingularitéit in (z,y) = (1,1)
1

SATZ (von Tonelli). ist f: R™ — [0,00) und existiert
f f f(z1, ..., zp) dxy...dzy, dann ex. auch fRn f(Z) dz.

—0o0

i, L1 o 1 1 o . _
_ _ k k. _
/1 —//Zm; dxdy—2/$ dx/y dy_zi(k;jtl) 1+22+32+
Transfo-Formel: c =u+v, y=u—v 2u=z+y, 2v=x—y
1 1
Bild 80 det = -2 (x,y) = (1,0)
1 -1 u:%, 0:%
d(zy) _ d(u,v) uwv) d(u,v)
l—zy — 2fG 1—(utv)(u—v) — 2fG 1+112 u? 4 f 1—u?+v?
[0,1]2 GN{v>0}
Innen nach v integrieren liefert arctan, dann nach u — %f

Ausblick: uneigentliche Parameterintegrale
typische Beispiele: f: R"™ — R, Regelfunktion iiber jeden @Q; |f]| sei iber R™ int-bar. zu
y € R™ sei

fa)= [  F@e o az

—Rn»

wegen |e 2™@9| = 1 ex. dieses Integral fiir alle § € R™
if(*) Emilmte) = f(Z)e D) (~2mizy)

f et cos(zt) dt; f(0)=m

= — f e~ sm (xt) dt %e_tz — _9te~t’

! T (%e‘t )sin(mt) dt

o0

=1 (e*tz sin(:vt))io — f e cos(at) dt = —5f(x) = fl(x) = -5 f(x)
@) =

f(z) = f(z)(—2cx); ist Losung mit ¢ = 1.

(a) = a5

fe cos(zt) dt = /me(3)?
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6.6 Das Lebesque-Integral

ist das ”richtige” Integral fiir:

e (Quantenmechanik

e in den Anwendungen auftretende part. DGL
und ist simpler in der Handhabung, aber ”etwas unanschaulich”
teT(Q)

[t = [ 1t dz
Vervollstandigung bzgl. || ||1 liefert L-Integral.

Nullmengen: eine Menge £ C R heifit Nullmenge, wenn es zu jedem ¢ > 0 eine Folge

von Quadern Q; C R™ gibt mit £ C |J @; und

7j=1

Z vol(Q;) < e
j=1

Jede abzihlbare Menge ist eine Nullmenge; insbesondere Q Nullmenge R, denn E = {x1, z2, z3, ...

zu z; wihle einen Quader @; mit vol Q; = 55 und z; € Q.

ZVO]QJ:Z§:6

Geraden im R? (oder R, n > 2) sind Nullmengen.
Bild 81

Jede Mannigfaltigkeit im R™ mit dim < n — 1 ist ebenfalls Nullmenge.

Idee fiir das Lebesgue-Integral: in R ist jede monotone und beschriankte Folge konvergent.

SATZ 1. Seien t, : R™ — R Treppenfunktionen (t, € T™ = |J T(Q)) mit t(Z) <
QCR™

th+1(Z) V @ € R™. Es gebe ein A € R mit [t,dZ < A

Bild 82

Dann ex. lim ¢4 () fur alle £ € R™ auBlerhalb einer Nullmenge.

k—o0

Definition: f : R™ — R heifit {;-intbar, wenn es eine Folge von Treppenfunktionen ¢, € 7™
mit ¢ < g1 Vk, [trdr < Aund klim tp (%) = f(Z) fiir alle ¥ € R™ gilt. Man setzt dann
— 00

/ f(@d = lim [ ,(3)dz
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92 MEHRDIMENSIONALE INTEGRATION

(kann zeigen: Definition ist unabh#ngig von der Wahl der ty)

Beispiel: konstruiere f, welches {;-intbar, aber nicht regel-intbar.

Fa) = 1 zeQnlo,1]

0 sonst.
Bild 83
1 Wennngmitqgkz

te(w) = tr < tr1
0 sonst.

Jtidx =0.Also [ fdz=0
f ist keine Regelfunktion, weil jedes Intervall rat. und irrat. Zahlen enthélt.
Vorsicht: — f ist nicht {;-intbar.

Definition: Eine Funktion f heifit Lebesgue-intbar, wenn f = g — h mit {;-intbar: g, h; und
essel [ fdi= [gdZ— [hdZ

Dies ist sinnvolle Definition: ist

f =g —h= g1 — hy mit {;-Funktion, g, g1, h, h1, dann ist
g+thi=g1+h

und nach Definition

Jormaz=[o+ [
-/

g1+ [ h, also

/
Jor fr=fo [

"uneigentliche Integration” ist in (fast) allen Fillen ”eingebaut”
[e.e]

j—g macht Sinn als uneigentl. Integral;

1
aber f(z) = = (z ) ist L1-intbar und [ f(z)dz = [ %’g
0  sonst 1

Bild 84

Die entscheidenden Sitze:

SATZ 2 (von der monotonen Konvergenz).
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Seien fj L-intbare Funktionen mit fx(Z) < fr11(Z) V kE € N, & € R™. Es gebe ein A mit
[ frdZ < A fiir alle k. Dann ist klim fr(Z) ex. fiir alle Z € R™ auBerhalb einer Nullmenge;

'@ klim f1x(Z) wenn der Grenzwert ex.
x) =  k—=oo
0 sonst

ist L-intbar, und es gilt klim J fe(@)dz = [ f(Z)dZ
—00
SATZ 3. Ist f L-intbar, dann auch |f|.

Warnung: ist f : R” — [0, 00) und uneigentlich Regel-intbar,
f@) (1F]ee < k)

0 sonst
Dann ist fr /', lim fx(Z¥) = f(&), also

/fdf:klim/fkdf:klim / . di

1Z]| <k

dann setze fi(Z) =

also stimmen L-Integral und uneigentl. Integral iiberein.
oo .

ABER: of SBL dx ex. als uneigentl. Regelintegral

Bild 72

aber |¥| ist micht L-intbar.

SATZ 4 (lebesgue’scher Konvergenzsatz). Seien f; L-intbare Funktion; es gebe F': R™ — R
L-intbar; | f(Z)| < F(Z).

Der Grenzwert klim f1(Z) existiere fiir alle € R™ aulerhalb einer Nullmenge. Dann ist auch
— 0

@ klim fx(Z) wenn der Grenzwert existiert
Z) = koo
0 sonst

L-intbar, und es gilt klim [ frdZ = [ fdzZ
—00
Ubung: Satz 2 = Satz 4 = Satz 2

SATZ 5. Ist f regel-intbar, dann auch L-intbar, und Regel- und Lebesgue-Integral stimmen

iiberein.

SATZ 6. (Fubini-Tonelli).

(a) ist f: R™ — R L-intbar, dann

(%) /fdf:/.../f(xl,...,:cn)dxl...da:n

http://jensnitschke.name — etk65754Qstud.uni-stuttgart.de



94 MEHRDIMENSIONALE INTEGRATION

(b) Ist f: R™ — [0,00) und ex. die rechte Seite in (a), dann ist f L-intbar, und es gilt (x)

LY(R") = {f : R" — R L-intbar}.

GCR™ f: G— R, setze fort mit f(Z) =0VZ¢G
Ll(G) sei die Menge aller dieser mit f € L!(R)

Jo f(&)dE = [ fdT (rechts mit der 0-Fortsetzung)

Lebesguescher Konvergenzsatz: f, € L'(R); F € L'(R). Es gelte | f3(Z)| < F(Z)Vk, VT €
R". Die Menge {7 : klim fx(Z) ex. nicht} sei eine Nullmenge. Dann ist die durch
—00

lim fi(Z) wenn Grenzw. ex.
(@) = { ke

0 sonst

def. Funktion f € L'(R), und es gilt hm ffk )dz = [ f(Z)

Parameter-Integrale: f(Z,7%); © € R", y € G Cc R!

j) = /f(f, ) dZ, wenn V i € G die Funktion Z — f(Z,%) € L'(R")

SATZ 7. gegeben seien G C R! offen und f: R" x G — R mit folgenden Eigenschaften:
(i) V7 € G sei & f(F,%) € L'(R")
(ii) in 4o € G sei fiir jedes ¥ € R™ die Abb. ¢ — f(Z,¥) stetig.
(iii) es gebe F € LY(R™) mit |f(Z,%)| < F(Z) VZ€R", V€ G.
Dann ist g(¢) = [ f(Z,9) dZ in g stetig.

Zeige: fir jede Folge 4 — o ist g(¥k) — 9(¥o)
(@) = (@55 Jim fu(#) = f(7,7) ¥ 7 € R", nach LKS

i g(73) = lim [ fu(@)dz = [ £(@.50) 47 = (i)
SATZ 8. Sei G C R ein Intervall, f: R™ x G — R habe folgende Eigenschaften:
(i) VyeGist T f(Z,7) € LY(R")

(il) VZ € R™ ist y — f(&,y) nach y diffbar
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(iii) fiir alle 5 € G ist & — %(f’ y) € L'(R"™)
(iv) Es gebe F € L'(R™) mit |8y(a; YI<F@)VZeR™ Vyed.

Dann ist g(y) = [ f(Z,y) dZ diffbar auf G und ¢'(y) = [ 8f( ,y) dT

Beweis: g(y;:f,éy(’) = yjyo J(f(Z,y) = f(Z,90))dZT = [ 5 of (ac n) dZ fir ein n zwischen y, yo.

Jetzt yr — yo, dann auch n — yo, also fertig nach Satz 7.

Ein erstes Beispiel: fiir y > 0 betrachte

7 dzx
0

ex. als uneigentl. Regelint. und als L-Integral)

N
1 dx 1 . dt
=5 | 3= 3 lim lim —
Y 1_|_(£) y N"OO 77tyN—>oo 1+t
0 Y 0
1 N T T 1
= — lim arctant|y = —= - —
Y N—oo 2y 2y
Wende Satz & f —_1 . 9f 2%y
ende Satz 8 an auf f(x,y) = el ay( y) = Ty

0<a<y<b<oo. Wihle F(x) = W Nach Satz 8 ist W diffbar auf [a, b] mit

7 (53)

dx _ 1 3. 1
@2I+y2)3 — 2 2 475

<

Induktion:

[ d

x w 1 3 2n—3 1 . )

/MZQ.Q'ZI.W 2yl Wiéhle y = /n fiir alle y > 0
0
x.1.3, 2n3@_j~° da
2 2 4 2n2n"_0(2+n)

1.3 203 T 4
™ n— — a;
Tl S = {(H -

Fiir t > 0 ist (1+ £)" /" e'. Monotoner Konvergenzsatz:

oo [o¢]
hmﬂlﬁ . 2n—=3 n=11mf :fefaﬂdx:ﬁ
2 2 4 0 2n-—-2 B 2

n—oo n—oo o (1+Z-)n
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96 MEHRDIMENSIONALE INTEGRATION

m= lim 2244906 -
Jim (33) (43) (89) - Giipncs) o
a1z 9. § = lim () (H) (39) - Gy

(John Walhs 168x)

6.7 Klassische Parameterintegrale

(a) Gammafunktion. Fiir s > 0 sei

oo
= /t31et dt
0

(fiir 0 < s < 1 ist dies ein uneigentl. Integral bei 0, fiir alle s bei c0).

(o.9]
1) = /e_tdt = lim — ) =1 m+1)!=(n+1)-n
N—oo
0
o0 [e.@]
=] [eetar =ty s [ el ar=[sT()
0 0
SATZ 1. Fiir s > 0 existiert das Integral I'(s f ts~letdt, es gilt T'(s + 1) = s['(s) und

I'(n)=(n—1)! mit [(1) =0 =1

Verhalten bei 0: I'(s) = Llstl) (s > 0); in etwa wie 1

S

Nach Paragraf 6, Satz 8 ist I' diffbar, I'(s) = [(logt)t*"te~tdt
0

I'"(s) = [(logt)*t*"te~tdt > 0
0
Bild 85

Die Gammafunktion
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6.7 KLASSISCHE PARAMETERINTEGRALE 97

Ziel: eine moglichst ”glatte” und "natiirliche” Verallgemeinerung von n! = n(n—1)! fiir reelle,

positive n.

Euler schldgt dafiir vor:

:/t51etdt (%)
0

Fiir s > 0 existiert dieses Integral und stellt nach dem Satz iiber Differenzieren von Parameter-

Lebesgue-Integralen eine oo oft diffb. Funktion dar mit

oo (o ¢]
:/logt e tdt, T(s /logt V25 te Tt at
0 0

SATZ 1. Durch (%) ist auf s > 1 eine oo oft diffb. Funktion definiert. Es gilt I'(1) = 1 und
sI'(s) =T(s+1).

"historischer Irrtum” I'(n) = (n — 1)!

”Reparaturversuche” Gaufl ~ 1810, Losche ~ 1960
I(s+1)=1I(s) = s!

Aus den Formeln lies ab: I'(s) > 0, I'(s) > 0 fiir alle s > 0. Der Graph ist also ”linksge-
kritmmt” (= konvex) mit I'(1) = I'(2) = 1. Fiir s \, 0 ist wegen I'(s) = F(erl) ungeféhr I'(s)
wie 1, insbesondere also fallend. Da I"'(s) > 0V s > 0 zeigt dass I''(s) monoton wiichst, muss
der Graf etwa so aussehen:

Bild von Folie

Insbesondere ist das Minimum wegen I'(1) = I'(2) zwischen 1 und 2 gelegen.
Andere Darstellungen: I'(s) verkleidet sich gern. Mit ¢ = u? und Substitution dt = 2u du
ist
o0 o0 2
s)= [t:le7tdt =2 [u*le ™ du
0 0

Insbesondere ist

Ist I'(s) die "richtige” Interpolation von n!?

Ja, es geht gar nicht anders.

Definition: f: (0,00) — (0,00) heifit logarithmisch konvex, wenn log f konvez ist.
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98 MEHRDIMENSIONALE INTEGRATION

Beispiel: exp x ist logarithmisch konvex, aber gerade so.

Anschauung: ” Graf hiangt sehr stark durch”
SATZ 2. Auf (0,00) ist I'(s) logarithmisch konvex.

Beweis: konvex < (2. Ableitung > 0)

N\ "_(mv
Priife also: 0 < (logT")” = (%) — Frriw

SATZ 3 (Eindeutigkeitssatz von Bohr und Mollerup).
Die Funktion f: (0,00) — R sei logarithmisch konvex, es gelt sf(s) = f(s+1) fiir alle s und
f(1)=1. Dannist f =T.

Anschaulich: mit ”starker Linkskriimmung” lassen sich die Fakultéiten n! nur durch I'(s + 1)

interpolieren.
SATZ 4 (Euler 1171)

Start: nach Tonelli ist

o0 )
I(z)(y) = /t‘f—le—tl dt /t%‘%‘t2 dty | = / 2Ly e (tt) g
0 0 (0,00)?
Transformationsformel: neue Variable
bt
t1 + 1o U
Dann 0 <u<oo, 0<v<1und

u=1 +1t2; v

t1 =uv, te=u—t; =u(l—v),

Die Gauf3’sche Produktdarstellung.

SATZ 5. Fiir s > 0 ist T'(s) = lim Wn('wn)
n—00
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6.7 KLASSISCHE PARAMETERINTEGRALE 99

Bemerkung: der Grenzwert ex. fiir s € R\ {0,—-1,-2,...}
sI'(s) ='(s + 1) kann fiir —1 < s < 0 als Definition fiir I'(s) gelesen werden. usw. Dies setzt
[ auf R\ {0, —1,—2,...} fort; Dann gilt fiir diese s ebenfalls Satz 5. I" hat Pole vom Typ SJ%n

an den negativen ganzen Zahlen —n.

Bild 86

Beweis mit Konvergenzsitzen:

P(S) = ftS—le—t dt e—t — lim (1 . %)n
0

n—oo
Ist fiir festes ¢ (1 — £)™ in n monoton wachsend?
t
(1= = fexp(nlog(1 — £)) = (1 - —)" (log(1 — £) + 127 75
0 n
>

t
=(1—)"(log(1 = L)+ {"¢) >0 wenn t <n

n

1-L)m t<n _
fu(t) = " (/" fiir alle festen ¢ (in n))
0 t>n

Monotone Konvergenz:

I'(s) = / lim ¢~ f,(8)dt = lim [ 57 f, (1) dt
0 0
t t
= lim [¢71—-)"dt =71
n—00 n n
0

1

= lim [(n7)*'(1 —7)"ndr

0
1

= lim TLS/T51(1 — )=l gy = lim n°B(s,n +1)

n—oo

n—oo  I[(s+mn+1)
~ fim n*nll'(s)
n—oo ['(s +n+ 1)

mit sI'(s) =T'(s+ 1)
—Ts+n+1)=(s+n)l(s+n)=(s+n)(s+n—1I(s+n—-1)=(s+n)..(s+ 1)sI'(s)

einsetzen

n’n!
I'(s) = li
(5) i s(s+1)...(s+n)

http://jensnitschke.name — etk65754@Qstud.uni-stuttgart.de



100 MEHRDIMENSIONALE INTEGRATION

SATZ 6 (Erginzungssatz). Fiir 0 < s < 1 gilt I'(s)I'(1 — s) =
. _ si . — 1
Besser: f(S) = %, g(S) = m

f'(s) = —m*f(s)

sin s

Ziel: zeige: |¢"(s) = —m2g(s) | f(0) =0, f'(0)=1.
9(0) =0 ¢/(0) = limy #2580 = lim Srebriy = ey = 1

—0 s—0 %

. . n°n!
Grundidee: I'(s) = nlggo S (o)

s(s+1)...(s+n) (1—s)(2—s)...(n+1—s)

g(s) = 71“(5);(175) = lim

nsn! nl—sn!
— s lim (1+s)(1—5)(2+Z?7(12!;1!s)...(n+s)(n—s) (TL +1-— 8)
— 5 lim (1+s)(173)(2+32L§-2T;s)...(n+s)(nfs)
=slim (1+s)(1-s)1+35)(1—35)..0+2)1—2)=slim [[(1- (f)Q)
00 9 ) N
Sgs)=s 10— () =5 Jim ] (1-2)
j=1 T j==N
Wenn Satz 6 bewiesen:
. N
SATZ 7 (Sinusprodukt). ¥87 = 5 lim [ (1 —9)
4 N—>ooj:7N J

/
Beweis Satz 6: % = (logg(s)) = <logs + > log(l — (j)z)>

J=1

lingere Rechnung: ¢" = —7?g

fertig.
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