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7 Vektoranalysis

7.1 Wege und Kurven

Eine stetige Abbildung v : [a,b] — R™ heifit Weg. Gibt es eine Zerlegung
to=a <t <ty <..<t,=b sodassyauf [tj_1,t;] (1 <j <r) stetig diffbar ist, dann

heifit v Integrationsweg, aber auch stiickweise stetig diffbar.
Wie lésst sich die ”Léange” eines Weges messen?
T
D () = (1) s
j=1

dies ist Lénge des Streckenzuges im Bild. Setze

r

L(y)==  sup [7(t5) = 7(tj—1)l2; heiBt Linge von v
1

alle Zerlegungen =

SATZ 1. Ist «y ein Integrationsweg, dann gilt

b
L) = [ I @)l
(Idee einfach, Details zur Ubung)

Beispiel (Viertelkreis):

¢: [0,1] — R2
p(t) = (t,V1—1?)
¥ [0,5] = R?,

Y (t) = (sint,cost)
Anschaulich sollten ¢, dieselbe Linge haben!
Seien ¢ : I — R™

und ¢ : J — R"

zwei Integrationswege. Gibt es eine diffbare, streng monotone Funktion g : I — J mit

p=1-g
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2 VEKTORANALYSIS

dann heiflen ¢ und v dquivalent.
Eine Aquivalenzklasse von Wegen heifit Kurve.
SATZ 2. Aquivalente Wege haben dieselbe Liinge.

Bemerkung: wir konnen fiir jede Kurve K die Linge L(K) := L(~y) durch einen Weg ~, der
K beschreibt, definieren.

Beispiel:

¢ [0,27] — RZ
t — (cost,sint)
L(p) = 27.

Y [0,47] — R?
t — (cost,sint)

L() = 4r
Wir sehen: Kurven haben Richtungssinn, und kennen ”H&ufigkeit” des Durchlaufens.

Beweis Satz 2 (Substitution):

/ ' (8) 2 dt = / 16 o) @lbdt  [u=g(t)

/ 1/ (g(6))g' (1) 2 dt = / J O (9(0)) |2 de
I
= / |¥(u)]|2 du nach Subst.-Regel
J

= L()
Ein Int-Weg ~ : T — R” heift nirgends konstant, wenn ~/(t) # 0 fiir alle t € I.
(”fahrt non-stop vom Anfangs- zum Endpunkt”)

Fiir einen solchen Weg setze

- / I ()l dr

(wenn I = [a,b]). Diese Funktion
st [a,b] — [0, L(7)]

ist streng monoton wachsend, diffbar mit s'(t) = ||7/(¢)]|2-

s heiit Bogenlinge.
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7.1 WEGE UND KURVEN 3

Benutze s~! (Umkehrung) als ”Zeit-Transfo”:

I':[0,L(v)] — R"

=y 5!

Fiir jedes 0 <t < L(7y) berechne
t
/ I (w)| |2 du r=su)

0
t
= / |y - s_l(u)Qdu s(t)=u du = §'(r)dr
0
v(t)

- / Iy (7 l28'(r) dir

=t

= |IT(@®)ll2 =1

I" heift Parametrisierung nach der Bogenlinge; diesen Weg gibt’s zu jeder Kurve.
Definition des Kurvenintegrals

Sei K eine Kurve und I' eine Parametrisierung nach der Bogenlénge.
Fiir stetiges f: R™ — R setze

L(K)
/K fds = O/ FO()) di

Sei jetzt v : [a,b] — R™ ein Weg, der in der Aquivalenzklasse von K liegt. Sei s(t) die
Bogenldnge dazu. Dann

/K fds= /OL(K) f(T'(t))dt

L(K) B B
[t oy u=sT0) sl =t

Ob b
= | f(y(u))s'(u) du =/ F )y (w)] du

SATZ 3. Sei v : [a,b] — R" ein Int-Weg mit Kurve K.
Sei f: R®™ — R stetig. Dann ist

[ sas= [ 6@ Ol
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4 VEKTORANALYSIS

Wiederholung:

/fds—/f DN Oldt ()

wenn 7 : [a,b] — R", der K beschreibt.

”Standardabschétzung”:
[ g < L) w72
K zeK

denn nach (x) ist

CE / FO) I Ol dt < max|£(7) / I @)l dt = (sl (@) ) LK)

7.2 Kurvenintegrale von Vektorfeldern

Sei G C R™. Eine Abbildung V : G — R"™ heifit Vektorfeld auf G. Kommt V ein Attribut
wie "stetig”, ”diffbar” zu, so benutze dasselbe fiir das Vektorfeld (Vf).

Sei I' die Parametrisierung von K nach der Bogenlidnge.

Ist V ein stetiges Vf, dann definiere

L(K)
/ V' di) O/ ") dt

Dies heifit das Kurvenintegral des Vektorfeldes V iiber K.

Es gilt die ”Standardabschitzung”.

L(K)
| /K (V; di)| < / V(D (8); T(0))] de
L(K)
< [ IVRE)de < () max V(@)
0

Was passiert, wenn die Kurve nicht durch die Parametrisierung nach der Bogenlidnge gegeben

ist?
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7.2 KURVENINTEGRALE VON VEKTORFELDERN 5

v : [a,b] — R™ sei stiickweise stetig diffbar.
Dann definiere das Wegintegral iiber ein Vf V' durch

b
/Md@:/ﬁwmm¢@wt

Sei 7 : [d,IN)] — R” ein zu ~ aquivalenter Weg, d.h. es gibt eine streng monotone, diffbare

Bijektion ¢ : [a,b] — [@,b] mit vy =7 - g

Es gilt

(V; d)

2

Insbesondere gilt [ (V, dZ) = [, (V, dZ), wenn v in der KLasse von K liegt.

$22
Beispiel: V(z;,22) =
—T1T2
integriert werden.
Wihle « : [0,27] — R?; t — (cost,sint)

~'(t) = (—sint,cost)

2m
in” ¢ —sint
Jweam= [o[ 20 (T e
o , —costsint cost

2m
=— / (sint)dt =0 ’20 Beispiele rechnen
0

> soll iiber den gegen die Uhr orientieren Kreis 212 + 292 = 1

Eselsbriicken:
V(%) = (Vi(D), ..., Vi (Z)). ”Formal”
(V, dZ) = V1 (&) dz1 + ... + Vi (Z) dy,. Oft wird auch f7 Vidzi + ... + V,, dx geschrieben.
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6 VEKTORANALYSIS

Genauso schreibe v = (71, ...,7n). "Merkregel”

/ Vi(Y(E) dyr (8) + oo+ Vo (V) da(t) oy = dt

_ / VA(Y (BN (8) + e Vi (£)) (1) lt

Sei G C R™ Gebiet; F': G — R sei stetig diffbar.
VF = (gTi’ s g—fi) : G — R" heifit auch Gradientenfeld

SATZ 1.
Ist V = VF ein solches Gradientenfeld, dann gilt fuer jeden Weg «y : [a,b] — G

/ (V. i) = F(y(b)) - F((a))
Y

Ist V ein Gradientenfeld, dann heifit F' mit VF =V eine Stammfunktion zu V; (Physik: —F
Potenzial von V)
Klar: sind Fp, Fo zwei Stammfkt zu V', dann ist F; — F5 konstant.

v : [a,b] — R™ heiit geschlossen, wenn ~y(a) = (b)

Analog 7 geschlossene Kurve”

SATZ 2. Sei V : G — R" ein stetig diffb. Vf auf einem Gebiet G C R™. Es gibt genau dann
eine Stammfkt zu V', wenn fiir jeden geschlossenen Weg v : [a,b] — G gilt f,y(V, dz) = 0.

Eine Rechnung simpel: gibt es ein solches F', dann liefert Satz 1, dass fw<V’ dZ) = 0 ist.
F(Z) == [, (V, dZ); Def. einsetzen, Kettenregel, VF =V (4 Zeilen)

Beobachtung: ist F': G — R zweimal stetig diffbar, dann gilt stets ax%mj F= 895?2?@1? ()
st V=VF = (ng“l GF) = (Vi, ..., Vi), dann gilt also

ceey E

Oy _9
8.%‘ ‘7_8xj

SATZ 3. Ist V : G — R” ein stetig diffb. Vf mit Stammfunktion, dann gilt die ”Integrabili-
titdtsbedingung

ov; oV
&% - (9a?j
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7.2 KURVENINTEGRALE VON VEKTORFELDERN 7

Wiederholung: G C R™ Gebiet; V' : G — R” stetiges Vf.
Die Kurve K in G sei gegeben durch einen Weg v : [a,b] — G. Dann ist

b
| wvian = [wow). o)
” Arbeitsintegral”.

Sei F': G — R stetig diffbar. Dann ist V = VF ein stetiges Vf; ”Gradientenfeld von F”.
Umgekehrt heiflit F' Stammfunktion des Vf V. Physik: —F heifit Potenzial zu V.

SATZ 1. Sei G C R™ Gebiet und V : G — R"™ das Gradientenfeld einer stetig diffb. Fkt
F: G— R.
Sei v : [a,b] — G stiickw. stetig diffb. Weg. Dann gilt

/m¢a=wwm—Fww>

denn:

b b
Jwaz = [y o= [ Lrao

wnd S F((0) =

\
By
2
=
I
<
g
)
=
3
=

Beispiele:

(i) ”Gravitationsfeld” G = R"\ {0}.
1 1 -

= s VE = ——=
1Zll2 Vo 2+ 4 [
Nach Satz 1 ist fiir jeden Weg v : [a,b] — R™\ {0}.

F(@) =

A
/flfll?” 4) = lv®)2 V@2

(ii) ”Wirbelfeld” im R? G =1R?\ {(0,0)}.
—y
Viry)=| V"

T = cost; y =sint

21
—sint —sint
W, df>:/< sin ; sin Vdt = 2
/ cost cost

$2+y2:1
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8 VEKTORANALYSIS

Wegen Satz 1 kann das Wirbelfeld kein Potenzial haben, da dieses (bei geschlossenem

Weg) sonst 0 wire.
Wie lésst sich erkennen, ob es eine Stammfunktion gibt?
Ist F: G — R zweimal stetig diffb., dann gilt
ov;  PF  PF Vi
8561' N 69518333 N a:cjal‘l N 8$]”
wenn VF =V = (V4,...,V,,) ist. Die Bedingung fiir ein diftb. Vektorfeld V' :

v, oV
8([)@ N al'j (*)

heilt Integrabilitdtsbedingung.
SATZ 3. Ist V ein Gradientenfeld, dann gilt die Integrabilitdtsbedingung.

Eine Menge G C R"™ heif3t sternférmig, wenn es ein § € G gibt, so dass zu jedem ¥ € G die
Strecke von § nach # in G verlduft. s hei3t Sternpunkt.

Ist jedes § € G ein Sternpunkt, dann heiflit G konvex.

SATZ 4. Sei G C R" ein sternférmiges Gebiet und V' : G — R"™ sei ein stetig diffb. VT,

welches der Integrabilitdtsbedingung geniigt. Dann hat V' eine Stammfunktion.

Satz 4 bleibt auch fiir allgemeinere Gebiete richtig, aber nicht fiir alle.

U = G1 U Gy "Hufeisen”. Wir zeigen, dass Satz 4 fiir U richtig bleibt. G1, G2 sternférmig:
Das Vf V erfiille Integrabilitdtsbedingung, hat also Stammfunktion F; auf G;; dann sind
F1, F» Stammfunktionen zu V' auf der konvexen Menge G, G2 = F; — F5 konstant.
Modifiziere: Fy zu Fy — ¢, ¢ konstant, so dass F; — F» = 0 wird auf G; N G2; dann bauen sich
Fi, F5 zu einer Stammfunktion auf U zusammen.

Lésst sich G stetig so dndern, dass eine sternférmige Menge entsteht, dann bleibt Satz 4 richtig.

Der Beweis liefert eine Moglichkeit, das Potenzial zu berechnen!
Sei § € G Sternpunkt. Zu ¥ € G sei

vz [0,1] = G5t §4 (7 - 5)

Wir setzen
F(z) := /ﬁ(V, dz)
1 ' o
= [Waso), #=d =3 [Vt - s)a
0 i=1y

http://jensnitschke.name — jens.nitschke@stud.uni-stuttgart.de



7.2 KURVENINTEGRALE VON VEKTORFELDERN 9

Ziel: durch Nachrechnen 2 a = V] etc.

j=1
n 1
:/ (§+t(Z—3)) dt—l—Z/ ]( (7 —3))
0 0
n 1
:/ (F+t(Z— 7)) dt+2/t al(s+t($—9)
0 X 0n .
Intbed/vl( (F—8)dt+ ) / (@ —5))dt
0 i=1 0

—

1
d
Vi(§+ (T — §))dt + /tdtvl(§+ t(Z — 5)) dt
0

0

1 1
_/V1(§’+t(:z~’—§))dt+t%(§+t(f—§))\§§é—/Vl(g’—t(:?—§’))dt

0 0

Vi

Bestimmung von Stammfunktionen:
2 Moglichkeiten: G Sterngebiet, V' : G — R"™ geniige der Int-Bed. Nach Satz 4 gibt es eine
Stammfunktion, ist §€ G Sternpunkt und ¥ € G

~vz die Strecke von § nach #, dann ist

P(7) = / V' di)
Parametrisiere:

vz: [0,1] = G; t— §+t(Z—3)

Berechne Integral.
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10 VEKTORANALYSIS

Alternativ kann ” Ansatz” versucht werden.

ye™
Idee am Bsp.: V : R? — R?; V(z,y) =
xe®V + 2y

0 0
Fyyexy =e" +yre™ = 8—33(:66” + 2y)

= Int-Bed. erfiillt; R? sternformig.

= es gibt Stammfunktion F’ a%F =ye™ = F(x,y) =™ + c(y)

= ze™ 4 2y = B%F =ze™ +J(y) = d(y) =2y, c(y) = 9>

Dies findet F(z,y) = e + y? als Stammfunktion.

Im Prinzip lésst sich so stets eine Stammfunktion finden, aber in héherer Dimension immer

mithsamer.

Bestimmung von einer Stammfunktion:

Diagramm einfiigen

—y
Beispiel dazu: V : R?{(0,0)} — R?; V(x,y) = (ﬁ;‘i)
V erfiillt die Int-Bed., aber G ist nicht sternfbrmig.cc v
G =R2\{(z,0): £ <0}
G ist sternformig.
Dort existiert Stammfunktion.
Ubung: mit Wegintegral Stammfunktion berechnen.

Aber: y(t) = (cost,sint); fW(V, dZ) = 27, d.h. auf G kann es keine Stammfunktion geben.

7.3 Der Gauf3’sche Integralsatz in der Ebene

Ein Integrationsweg 7 : [a,b] — R? heifit geschlossen, wenn y(a) = 7(b). Ein solcher heift
einfach, wenn v : (a,b) — R? injektiv.

Jordan’scher Kurvensatz: ein solcher Weg zerlegt die Ebene in zwei zusammenhéngende
Teile; einen beschrénkten (”das Innere”) und einen unbeschriinkten (”das AuBere”).

Wir wéhlen die Orientierung der Randkurve des Inneren so, dass ”in Fahrtrichtung” das In-

nere links liegt; ”positive Orientierung”
Ist G das Innere einer einfach geschlossenene Kurve mit positivier Orientierung, dann ist G

offen und beschrankt, der Rand 0G ist Bild der Kurve; wir schreiben jetzt oft G auch fiir

die positiv orientiere Randkurve.
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7.3 DER GAUSS’SCHE INTEGRALSATZ IN DER EBENE 11

SATZ 1. Sei G wie oben mit Randkurve 0G. Auf G UJG seien f, g definierte und stetig diffb.
Funktionen.

Dann gilt

o [ (9f 99
8Gfdy gdw—/G(aeray) d(x,y)

linke Seite: Kurvenintegral des Vf (—g(x,y), f(x,y))
Wihle in Satz 1 f(z,y) =z, g(x,y) = y. Dann folgt:

SATZ 2. (Flachenberechnung aus Randkurve).

Ist G wie oben, dann

1
/ d(z,y) = / rdy —ydr
G 2 Jog
(klar: links steht der Inhalt von G)

Satz 1 ist eine Version des Hauptsatzes der Diff- und Int-Rechnung.
Satz 1 heifit ”Gaufy’scher Int-Satz”;

Allgemeiner versteht man unter einem ”Gaufl’schen Satz” eine Formel, die [, F(Z) dZ in ein
Integral [,,(V, dZ) iiberfiihrt.

Beweis von Satz 1
1. Spezialfall: f=0;
G ”Standardmenge”; d.h. es gibt ein Intervall [a, b] und stetig diffb. Fkt. ¢, ¢ : [a,b] — R mit

G={(r,y): a<z<b p(v) <y<i(z)}

Bemerkung: das Innere eines einfach geschlossenen Int-Weges kann immer in endliche viele
Standardmengen zerlegt werden.
Gilt Satz 1 fiir Standardmengen, dann auch immer. Vertauschen der Rollen von z < y; Satz

1 auch fiir g=0, also fiir alle.
Wiederholung:
SATZ 1. Sei G € R? ein Gebiet mit stiickw. stetig diffbarer, einfacher Randkurve 0G mit

positivier Orientierung.
Seien f,g: G UJG — R stetig diffbar. Dann gilt

fdy—gdm:/ <6f+8g> dx dy
oG c \0z 0Oy
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12 VEKTORANALYSIS

Es reicht, Satz 1 fiir f =0 und ” Normalgebiete” G zu zeigen:
d.h. es gibt a < b reell, p, 9 : [a,b] — R stetig diffbar,

G={(r,y): a<z<b p(r) <y <P(z)}

| 5y ) /(/)gjwdydm—/u @) = glo e@)) o= [ gao
=—/b< ())dt+/bg< w(e) dt

denn auf den senkrechten Teilen ist das Kurvenintegral 0, weil ”dx = 07,
dh. t— (b,t) ¢(b) <t <(b) hat Ableitung (0, 1).

M [a’ b] - R27 t— (t,gp(t))

Andere Formulierung des Gauf}’schen Satzes:

Sei G wie in Satz 1; T': [0, L] — OG sei die Parametrisierung nach der Bogenlidnge. Dann ist
I'(s) = (I'y(s),'9'(s)) tangential an G in T'(s) und hat Linge 1.

ii(s) = (9'(s), —T'1'(s)) steht auf der Tangente und wieder Linge 1.

Sei V ein Vektorfeld auf G U 0G; Vi, Vs.

L
S, _ < Iy (s) .
/8G(V, i) ds — /<V(P( )} (_Fl,(s)>>d

0

L
[ REE)TE ) ~ VaTE)E (s ds = [ Vidy—Vada
0 oG

SATZ 2. (klassischer Gauf’scher Integralsatz). Sei G wie in Satz 1 und in jedem Punkt des

Randes bezeichne 77 die ”auflere Normale” aus der obigen Konstruktion. Dann ist fiir jedes
stetig diffbare VI V auf G U OG

el [ (M,
/ijG(V,n) ds-/G<ax1 + 8:172) dx1dzo

Def.: ist V = (V1, ..., Vy) ein Vf auf einem Gebiet des R", dann heifit

Z =:divV Divergenz von V
(313]

Deshalb wird Satz 2 oft auch

/ (V,7m)ds = / div V dZ geschrieben.
oG G
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7.4 INTEGRATION AUF FLACHEN UND MANNIGFALTIGKEITEN 138

Interpretation:

Programm:
(1) Oberfliche im R?
(2) Oberflache im R™

(3) GauB’scher Satz im R*

(4) Satz von Stokes Zusammenhang zwischen Flichen- und Kurvenintegration im R?

7.4 Integration auf Flichen und Mannigfaltigkeiten

Aufgabe 1: beschreibe die Mengen, die wir ”Fléichen” ansehen wollen.

Def.: Sei U ¢ R? Gebiet; v : U — R™ sei stetig diffbar und 4/ habe in jedem Punkt von U
den Rang d. Dann heifit v eine reguldre d-dimensionale Fliche im R™.

(notwendig d < n). Im Allgemeinen betrachte nur den Fall d < n.
Fall d = 1: 1-dim. reguldre Fléche ist non-stop-Weg.

Falln=3,d=2:
Eine regulire Flidche hat in jedem Punkt v(u), @ € U eine d-dim. Tangentialebene, beschrie-
ben durch g (1< j < d)

Def.: seien 71,72 : U; — R" regulére d-dimensionale Flichen, beide injektiv und mit dem-
selben Bild. Gilt dann, dass

Yooy Up — Uy

in jedem Punkte von U; Funktionaldet. > 0 hat, dann heiflen die Flichen dquivalent.

Eine Aquivalenzklasse von reguliren Flichen heifit d-dim. Flichenstiick.

Beispiel:

(1) Kugeloberfliche im R?
K={(z,y,2) €R3: 22+ > + 22 =1}
v: (0,2m) x (-%,%) — R?
COS U COS U
~v(u,v) = | sinucosv

sinv

http://jensnitschke.name — jens.nitschke@stud.uni-stuttgart.de



14 VEKTORANALYSIS

~ macht die K\{Meridian zu u = 0} zu einer regulidren 2-dim. Fldche.

(2) U C R? Gebiet; f: U — R sei stetig diffbar.
Der Graph G = {(u1,...,uq, f(@)) : €€ U}

ist eine d-dim. regulire Fliche im R*H!

Insbesondere ist K, = {(z,y,2) € R®: 22 + 4?2 + 22 = 1, 2 > 0} eine 2-dim. regulire
Flache, denn

z=1—2%—y>? (* 4+ 32 < 1)
macht K zu einem Graphen iiber offener Kreisscheibe

Ist allgemeiner iiber einer offenen Menge M C R" eine stetig diffb. Funktion ' : M — R

gegeben, dann kann auf
{ e R": F(¥) =0}

der Satz tiber implizite Funktionen angewendet werden. Dadurch kann eine Koordinate als
Funktion der anderen dargestellt werden, d.h. diese Menge besteht (meist) aus endlich vielen
Flachenstiicken.

(Kugel: Nord- und Siidhalbkugel)

Schritt 2: Interiere iiber 2-dim. Flichen im R?
oy Oy

Die Parallelogrammfléiche in +(p) ist zu berechnen aus g, Fom

Def.: Sei U C R? Gebiet, v : U — R? eine reguliire Fliche und f : v(U) — R eine stetige
Funktion. Dann ist das Integral von f iiber die Fliche v, in Zeichen f7 f do, definiert durch

- 2L 2
[ gdo= [ @G < Gl du

SATZ 1. Seien v, : U; C R? — R3 #quivalente regulire Flichen.
Dann gilt fiir jede stetige Funktion f: v1(U1) — R, die int-bar ist, dass f auch iiber v2(Us)

int-bar ist, und

Llfdo:LQfdo

Ist T' die Aquivalenzklasse von der Fliche v, (oder v;), darf deshalb

/FdeZ/wfdo
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7.4 INTEGRATION AUF FLACHEN UND MANNIGFALTIGKEITEN 15

def. werden.
Sinn: wir kénnen von Integralen iiber "22 + y? + 22 = 17 sprechen, ohne die "Fliche” als

”Parametrisierung” 7 anzugeben. (Bew. spiiter)

Beispiele:

(1) Integration iiber Kugeloberfliche K = {(z,y,2) € R®: 22 + 9% + 22 =1}

1. Idee: 3-dim. Polarkoordinaten:
COS U COSV

Y(u,v) = | sinucosv | ; v: (0,2m) x (=%,%) — R3
sin v
Gegeben sei f: K — R stetig.

jus
2w 3

/fdo:/fdo://f(cosucosv,sinucosv,sinv)”w><ay”gd@dU
K ~ ; ou ov

2
0

VB

f(cosucosv,sinucosv,sinv) cosv dv du

\M\ﬂ

[ME]

Mit f =1 ergibt sich Kugeloberfldche.

—sinu coswv —cosusinv
Oy _ N | :
o = | cosucosv 5o = sin u sin v
0 cosv
cosu cos v cos u cosZ v
0 0 . .
8% X —Z = sin u cos? v = | sinucos?v
sin? u sin v cos v + cos? u cos v sin v sin v cos v

2 2 2 2 2 2

2 wcos? v 4 sin? v cos? v = cos* v + sin? v cos? v = cos? v

H% X g%”% = cos? u cos* v + sin

Wiederholung:

Fiir ein Flichenstiick F, parametrisiert durch die reguliire Fliche v : U € R?® — R3, und eine
(mindestens) auf F stetige Funktion f ist definiert

v i O
[ pdo= [ sao= [ so@igh < Ghian

Beispiel: Kugeloberfliche K = {(z,y,2) : 2% + 3?4+ 22 = 1} mit

COS U COS U
m™ T 3 .
v (0,2m) X (—5,5) — R?; (u,v) — | sinucoswv

sinv
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16 VEKTORANALYSIS

2 2
:>/ fdv—//fcosucosv sinu cos v, sinv) cos v dv du

g
Unter der Oberfliche von F verstehe [ 7 dv. Dann gilt fiir die Kugeloberflache

27T2

/dv-//cosvdvdu-%r
g

Beispiel 2: durch Graphen gegeben Fléchen:
U C R? offen, h : U — R stetig diffbar. Dann ist der Graph

I' = {(u,v, h(u,v)) : (u,v) €U}
ein Flachenstiick, parametrisiert durch die regulére Fléche

v: U —R3 (u,v) — (u,v,h(u,v))

1 0
ot 07 — Oy _
Dannist g2 = 0 |, g2 =1 1 |,
oh Oh
ou ov
Oh
ou
oy « Oy _ | _oh
ou ov ov |’
1

Kugel-Fubini: K = {(z,9,2) : 2% + y* + 22 < R?} Vollkugel, Radius R

- C 202 4 2 12 _
K, ={(z,y,2) : a*+y*+2° =1} KR_og(r]gRKT

KRf(fcvy, (z,y,2 O/R</ fd0> dr

(Beweis zur Ubung)
Dies geht sehr viel allgemeiner, wenn ein Gebiet des R? als Vereinigungsmenge von disjunkten

2-dim. Flachen entsteht.

Vorsicht: der entsprechende Fubini braucht einen Beweis.

http://jensnitschke.name — jens.nitschke@stud.uni-stuttgart.de



7.4 INTEGRATION AUF FLACHEN UND MANNIGFALTIGKEITEN 17

Hilfsmittel: die Gram’sche Matrix

Aufgabe: d < n; ¥1,...,U3 € R™, lin. unabhéngig.

Frage: was ist das d-dim. Volumen des ”Spats”

S(1, ..., 0q) = {zd: tiv; s 0<t<1}

Ist d = n, dann Zl?illde die quadr. Matrix A mit 0; als Spalten.

= vol S(v1, ..., v,) = |det A| = /(det A)2 = \/det(TA - A) = \/det{(T;, V) 1<ij<n

Ist allgemeiner 1 < d < n, dann bilde A = (7, ..., ¥) mit Spalten v;.
Dann ist "AA = ((¥;,7}))1<ij<d eine d x d-Matrix.

Heifit ” Gram-Matrix” zu v, ..., U4
SATZ 2. vol 5(171, ...,Q_}'d) = Vdet tAA

Beweis: sei H der von v, ..., g im R™ aufgespannte d-dim. Raum.
Im H+ wihle ONB 1, ..., W,_q, erginze zu einer ONB von ganz R"™ durch eine ONB von H,
bez. Wy_gi1, - s W

volg S(¥1, ..., Tq) = vol, S(¥, ..., Ug, w1, ..., wp_q) = det(T7, ..., Uy, Wi, ..., Wp_q)

In der Basis (w;) hat die Matrix die Gestalt
= | det (T, ..., Ug, W1, ..., Wn—q)| = |det B| = Vdet 'BB = /det({v;, 7}))

”Vektorprodukt” im R"™, n > 4. Seien v, ...,U,—1 € R linear unabhéngig. Dann definiere
das ”auflere Produkt”
W= U AU A...AUp—1 € R, sodass @ L U; (1 < j < n)und ¢, v, ..., U_1, 7 ein Rechtssystem

bilden, H’LBHQ = VOlnfl 5(271, ceey Unfl)

Berechnung des &dufieren Produkts: bilde M = (v, ...,7,) als Matrix mit ¢; als Spalten. Sei
M; die Matrix, die aus M entsteht durch Streichen der i-ten Zeile.
= M; hat Format n — 1 xn — 1.

det M1
—det M2

W= det M3 ist das duBere Produkt von ¥, ..., Tn_1

(—=1)"*ldet M,

Beweis durch langweiliges Nachrechnen
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18 VEKTORANALYSIS

g
/fdo—/f L Ly
U2

Sei 1 <d < n, UcC R? Gebiet und v : U — R" eine regulire (d-dim.) Fliche. Fiir jedes
@ € U sei +/(u) die Funktionalmatrix von 7. Dann heif}t

g(@) = det v/ (7) - v/ (@)

Riemann’sche Metrik (”MafBtensor”).
Fiir eine Funktion auf v(U) definiere

t/fd§ﬁ:/2fvﬂﬁbv@@0dﬁ
v
heifit Integral von f iiber die d-dim. Fliche ~.

Spezialfille: d = 1: dann ist 7 ein (non-stop)-Weg, +/(u) der Geschwindigkeitsvektor,
g(u) ="' (u) -7 (u) = v/ (w)|[3; es wird

/j@—/f DIF ()2 du;

dies ist das schon bekannte Wegintegral.

Genauso: d =2, n = 3. g(d) = ||6‘9J1 X 83172 |3, d.h. es ergibt sich

/f ds = / f do < "unser Oberflaichenintegral”
¥ ¥

Wiederholung:

v:UcCRY— R (d<n)
g(@) = det ' -~/ (i)

Fiir jede stg f auf dem Bild von ~ sei

L fds = /U F () 5(@) di

Wichtiger Spezialfall: d =n — 1.

0
= g(u ):8171/\ /\aun 1”2

http://jensnitschke.name — jens.nitschke@stud.uni-stuttgart.de



7.4 INTEGRATION AUF FLACHEN UND MANNIGFALTIGKEITEN 19

Beispiel: Integration iieber Graphen: U C R® !, Gebiet;
h: U — R stetig diffbar. I'(h) = {(u1, ..., un—1, h(1)) : 4 € U} ist Graph von h und reguldre
n — 1-Fliche im R" durch v: U — R"; @ — (@, h(w)). Bilde die Matrix

1 0 .. 0
1
Oy Oy Oy |\ _
8u1’8uQ""’8un_1 N : . .
0 0 1
Oh  Oh Oh
81/,1 a’LLQ 6Un—1
87 vy oh oh oh
A ==, —5—,..,7¥—,F1
Oul 8un,1 <6u1 ’ 8UQ Y 8un,1 '+ >

g(@) = 1+||Vhl|?

Merke: bei der Parametrisierung des Graphen entsteht im n-ten Eintrag des dufleren Pro-
dukts £1.

Ist v die Parametrisierung von I'(h), dann gilt

/fds = / fa 1+ ||VhH ”Integration: itber Graphen”

SATZ 3. Seien v; : Uy — R™ zwei dquivalente regulire Flachen.
Dann gilt fiir jede iiber ~; integrierbare Funktion f
fds= fds;
7 V2

insbesondere ist f dann auch {iber 7o intbar.
[y, fd8= [y, fom(@)y/det '’ om/(a) did

Weil es auf die konkrete Parametrisierung nicht ankommt, kann jetzt fiir d-dim. Fléchenstiicke

I' C R™ mit einer reguléren Flache v : U — I' das Integral

Afd§::Lfd§

Beispiel:
f(o.y.2)do= [ fao
x24y2+22=1 K
COS U] COS Us
mit v : (0,27) x (=%,%) — R?, (u1,uz) — | sinusg cos us

sin ug
Mit dieser Definition kann jetzt auch iiber d-dim. Mannigfaltigkeiten integriert werden.
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20 VEKTORANALYSIS

7.5 Der allgemeine Gaufl’sche Integralsatz

Ist V ein VF auf G U JG und dort stetig diffbar, dann gitl

/ (V, 1) dS:/ divV d¥
oG G
Dabei ist fiir n-dim. VF V = (V4,...,V},) die Divergenz def. durch

divV = Z 827
J

Wie muss ”einfache, stiickweise stetig diffbare Randkurve” vom R? auf R" verallgemeinert

werden?

Definition: Ein stiickweise stetig diffb. Polyeder im R™ ist eine kompakte Menge G, deren
Rand aus endlich vielen reguldren n — 1-dim. Flédchen besteht, die an n — 2-dim. Flichen
"verklebt” sind; auf den Randfléichen existiere eine "nach aulen” zeigende Normale auf der
Tangentialebene.

In jedem Punkt von dG, wo dieser Rand diffbar ist, sei 77 der nach auflen zeigende Einheits-

vektor. (Kugel, Polyeder, Torus, Zylinder)

Gauf’scher Integralsatz: Sei G ein stiickweise stetig diffbares Polyeder im R™ und 7 der
duBere Einheitsvektor auf dem Rand dG. Dann gilt fiir jedes stetig diffbares VI V : G — R™

/ (V,ﬁ)dé‘:/dideaE’
oG G

Hinweis: ist der Rand 0G durch Parametrisierungen (= reg. Flichen) gegeben, ergibt sich
77 durch Normierung des dufleren Produkts der Spalten der Funktionalmatrix dieser Parame-

trisierung.

2 Beispiele: V(¥) =2 : divV =n
Gaull: nvol G = faG Z,n)ds

Spezialfall: K = {f € R": 212+ ... + 2,2 < 1}

nvolK = d§'| = Oberfl. (K,,)
0Kn

BKn
Sei ; C R™ eine Folge von Quadern, die auf den Punkt @ schrumpft.

1 1
lim divVdZ =divV lim V, i) ds
j—oo vol Q; /Qj (@) = j—oo vol Q; /8Q ( )
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7.5 DER ALLGEMEINE (GAUSS’SCHE INTEGRALSATZ 21

Wiederholung Gauf3’scher Integralsatz: G stiickweise stetig diffb. reguléires Polyeder.
V: G — R" stetig diftb. Vf.

Auf 0G sei i1 der ”duflere” Normaleneinheitsvektor. Dann gilt

/ (Kﬁ)dgz/dide:E’
oG G

R?: G € R™ kompakt
Ein ”Bruchzylinder B in n-Richtung” ist gegeben durch U C R™ ! Gebiet mit stiickw. stetig
diffb. Rand und zwei Fkt. ¢, : U — R, so dass

B={(td,zn): UeU, o) < zn < Y(0)}
Beispiel: Kugel, gewthnliche Zylinder, Kegel

Zerlegungssatz: jedes im Gauf3’schen Satz zuléssige Polyeder ist disj. Vereinigung von end-

lich vielen Bruchzylindern.

Der Gauf’sche Satz wird falsch, wenn V nur auf dem Inneren von G diffbar und

stetig bis auf den Rand ist.

Gauf3’scher Satz, Beweisidee: "richtige” Verallgemeinerung des Hauptsatzes

—~ [0V
V = WVi(@),..., V(& /dide:E': /de
(Vi@ Val@) [ 2y o,

/ (V,ﬁ)d§’:Z/ Vjit; d§ mit i = (71, ..., fip)

= es geniigt den Satz fur V = (0, ....,0, V,,(Z)) zu beweisen:

aV,
—di = / Vov ds, wenn v die n-te Kompontente von 72 bezeichnet.
c Ozn oG

Es geniigt Bruchzylinder G in n-Richtung zu betrachten!

Beweis des Gaufi’schen Satzes fiir Bruchzylinder durch Nachrechnen:

¥(4)
oVp OVn
SALL /- I (G xy) dry did
B 8$n xFubini/U o 8.75n (u,x ) Tn @t
p(u

= /U< V(4 (1)) —Vn(ﬁ>¢(ﬁ))> du

Haupsatz Integral iiber ”Deckel”  {iber ”Boden”
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22 VEKTORANALYSIS

/ Vovds =1 + 1 4 13D
oG

mit 19 = / Vv ds, IW = / Vovds, I = / ..d3

I'(v) T'(¢) Zylindermantel

Auf Zylindermantel ist v = 0, also I(M) = 0.

Aber: [ V,vds Jo Vald, (@) (d, (@) /1 + [Vl da

() Int. iiber Graphen
O o O (O o Oy F1
oul OUp—1 ouy’ Oug ? """ OUp—1"

Yo i (U (1)

n

V1+[VY[3

Anwendungen:

1. Gebietsindikator:
Sei G C R" ein stiickw. stetig diffb. reguléires Polyeder; @ € R"™, n > 2.
V(Z) = 229, auf R\ {@} (¥

llZ—all3

Ubung 1: ist V durch () gegeben, dann gilt divV =0

SATZ 1. Ist @ ¢ OG, dann gilt

0 @¢G
/ (V (&), ) d5 = i
oG w, aeqd

mit w,, = / ds

z12+...+xn2=1
<« hier ist ﬁ stetig diffb.
GauB: [, (V,7)d5= [,divVdZ=0
K. (@) ={ZeR": ||¥—adl2<r}
Auf G\ K, (a) ist V stetig diffbar

0= / div V d = / <V,ﬁ>d§—/(v,ﬁ>d§’— / (V. 7) d¥
oG

G\K;(a) I(G\K (@) K (@)
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7.5 DER ALLGEMEINE (GAUSS’SCHE INTEGRALSATZ 23

Ist K,(@) C G, dann gilt also

r—a
Vayds= [ (E g ds
/ac . 17— all3

—

denn auf 0K ist ||¥ —dl|l2 =1 und 7 = & — @, also auch 1 = (¥ — d, 7 — @) = (¥ — @, 1)

2. Gauf’sches Gesetz der Elektrostatik:
Im R? seien an endlich vielen Punkte d; (1 < j < s) Punktladungen mit Ladung ¢; € R
aufgebracht.

Diese erzeugen das elektrische Feld

ZqJHx—a]

r—a JH2

Dann gilt fiir jedes stiickw. stetig diffbare Polyeder G C R?

(B, ) dS = 4 9,
/| >

aJEG

wenn keins der @; auf dem Rand liegt (folgt aus Satz 1)

3. Die Kontinuititsgleichung:
LEMMA. Sei U C R" ein Gebiet (= offen, zusammenhéngend).
Sei f: U — R stetig. Fiir jede Kugel K, (a) C U,

sei [ f(Z)dZ=0.Dann f(Z) =0in allen ¥ € U.
Ko(@)

Beweis: wire etwa f(Zg) = ¢ > 0, dann ex. » > 0 mit f(Z) > § auf ¥ € K, (%) wegen

Stetigkeit
=2 C -
/ f(ac)dx2§ / dz >0
K, (%o) K, (a)

Wiederholung:
Ist v : I — R" ein n — 1-dim. reguléres Flichenstiick und 7 : v(U) — R™ ein stetiges
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24 VEKTORANALYSIS

Normalenfeld auf der Fliche mit [|7i]|2 = 1, dann heifit fiir jedes stg. VF V : 4(U) — R™ das
Integral

auch Flussintegral von V' durch die Fliche v(U).

Kontinuititsgleichung:  C R? Gebiet.

Auf G sei VF v : R x Q — R? ein zeitabhiingiges VF: (¢, %) — v(t, %)
Anschauung: Geschwindigkeitsfeld einer Fliissigkeit.

Ferner sei g : R x 2 — R ”Dichtebelegung”

Das Vektorfeld V := pv heifit Massenfluss. Massenerhaltung im Gesamtsystem

d
< VPolyeder G C Qist |— [ o(t, %) dZ = —/ (V, 7y ds
dt Jg oG
GausB:
Massenerhaltung
oL [ ot 5)dr = —/ divV dz

0
R N
/G 5; 0t ¥) 7
: do | .. .
< V Polyeder Gist — +divV | d¥ =0
a \ Ot
Kontinuititsgleichung: Fiir eine Dichtebelegung ¢ und ein VF v gilt Massenerhaltung

genau dann, wenn

% = —div(ov) (Dies gilt fiir beliebige Dimension)

Beispiel dazu: die Warmeleitungsgleichung
Sei QO C R? Gebiet (Korper); T : R*Q — R sei zu jedem ¢t € R die Temperatur im Punkt
z e .
Vil = (g—le, s %) (” Ortsgradient”)
o(t,¥) = Energie = T'(Z, t)
Energieerhaltung < %—:tp = divGradT
n Pa
A:=divA =) o2 ”Laplace-Operator”
i=1

6112

Fiir jedes 2 C R™ Gebiet und 2mal stetig diffb. Funktionen u : R x £ — R mit

ou ", 9%
E o . Bxﬂ o Afu
1

=
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7.5 DER ALLGEMEINE (GAUSS’SCHE INTEGRALSATZ 25

spricht man deshalb von Losungen der Wéarmeleitungsgleichung.
Gilt

82

Y A,

ot?

wird von ”Wellengleichung” gesprochen.

Ubung: sei €1, ..., &, cine ONB des R” mit det(éy, ..., &,) = 1.
Dann gilt A = (8@1)2 + ..+ (8gn)2

n s -
SATZ. Ist ). Cija%ia%j = ¢ invariant unter Bewegungen des R", dann 6 = A.
ij=1

Green’sche Formeln: Sei G C R" ein stiickw. stetig diffb, regulédres Polyeder mit dufleren
Normalenfall 7.
Seien f,g: G — R 2mal stetig diffbar. Dann gilt

) [(vr.vgdas= [ fongds— [ jagas

2) /G (fAg - gAf) dz = / (FOrg — 90uf) ds

dg
(auch: partielle Integration im Raum)

Beweis von (1): V = fVyg

/ (V,7)d5 = /divagd:E
oG GauB /&

Aber:
/ (V, 1) d§:/ f(Vg,ﬁ)dE’:/ fOrgds
oG oG oG

()2

871’1 8561 - 871318331 ax12
. B " 0f Og g\
dlvag_j;((%j(%j+f8xj2 =(Vf,Vg) + fVyg

Beweis von (2): Vertausche in (1) f <> ¢g und ziehe die neue Formel von der alten ab.
Anwendung: Energierhaltung bei der Wellengleichung

Sei G C R™ ein stiickw. stetig diffb., regulédres Polyeder und u : R x G — R eine Lsg. von
Py _ Agzu mit u(t, ) = 0 fiir alle t € R, ¥ € 9G. Dann ist die ”Energie”

a
82U 2 —
5= [ (G + IVul?) a2
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26 VEKTORANALYSIS

konstant.

Denn: wir zeigen %E =0V

/ IVzul d2 _/ ot Z <amj>

ou u ou
2/2695]&890] /W“ Va 8t>d

=2 @Om ds — @Afu dzr 1.@ =0, weil u = 0 auf 0G
aq Ot q Ot ot

ou 0%u d [ou)\?
— o 2 Car—_ | Z (22 =
oo @ /Gat(at> d

o u\* 4
~ @t Jo\at )

7.6 Harmonische Funktionen

— 92
A= 8:1:12 ot Oxn2
Af=yg
Diese partielle DGL sucht nach VF mit Potenzial (f) und gegebener Divergenz g.

Einfachste Situation: g = 0
Ist U C R™ offen und A : U — R 2-mal diffb. mit Ah = 0 auf U, dann heif3t A harmonisch
auf U. Diese bilden einen R-VR.

Beispiele:
n=2:
d € R2. Def
Na(#) = - log |7 - a
(%) = —log||¥ — @
a o g 2
Fir n > 3:
. ()
No(@) =~ =2z g
nwy,

sind auf R™ \ {@} definiert, heifen Newton-Potenzial mit Pol in @, es gilt

1 Z—a
VN (T) = —
¥ = =l
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7.6 HARMONISCHE FUNKTIONEN 27

und

ANgz(¥)=0. VZ¥#d
(diese Potenziale beschreiben Gravitation durch Punktmasse 1 in @).
Sei K C R?, kompakt.

0: K — R int-bar (”Dichtebelegung”)
Gesamtmasse: M = [} 0dZ

. oy) .
= —d
u@ /K 17— g ¥

ist auf R? \ K definiert.

Es gilt:
(i) w ist harmonisch auf R?\ K, weil & + Hf—lﬁllz in ¥ # Z in Z harmonisch ist.
(ii) & =ra mit |lals =1
u(Z)  u(ra)
M M
T T
_r oY) 4o L o) 4z
M Jg |lrd@ —gll2 M Jk ||@ — ||
lim u(&a) =1, d.h. fiir grofie Entfernung sind «(Z) und H%z "fast gleich”.

r—00 T

/ (V,ﬁ):/didef
oG G

h harmonisch, V = Vh = divV = Ah =0

SATZ 1. Sei U C R offen, h : U — R harmonisch auf U.
Dann gilt fiir jedes stiickweise stetig diffb. regulédre Polyeder G C U
Ozhds=0
oG
(es gilt die Umkehrung!)

SATZ 2 (Mittelwerteigenschaft; Satz vom arithmetischen Mittel).
Sei U C R"™ offen, h: U — R harmonisch. Sei
K, (a) ={7Z: ||z —d|2 <r} CU. Dann gilt

_ h(Z)ds
h(d) = Jor, @ M )q _ 17171 / n(E) a5
f(’)Kr(d) ds WnT 0K, (a@)
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Denn: konnen @ = 0 annehmen.
Fiir t € [0, 1] betrachte h(Z) = h(tZ)

<my:/ (@) dE 1(0) = h(0)wnr™!
9K, (0)

I'(t) =0 fiir alle 0 < t < 1. Weil I stetig auf [0, 1]
= I(1) = 1(0) = h(0)w,r" !

r@:/ 3waﬁ:/ (Vh(tF), 7) 4§
oK, (@) O 0K (0)

= r/ (Vh(t7), §> ds = 0 nach Satz 1.
t Jok,(a) r

Vhy = (fm(h(tf)), > =t (0n0,..0)h(tF),...) = tVA(tT)

SATZ 3 (Maximumprinzip.) Sei U C R"™ ein Gebiet, h : U — R harmonisch. Nimmt A auf U

sein Maximum an, dann ist A konstant.

Beweis: @ € U, h(z) < h(Z) fur alle ¥ € U.

Wiederholung:

Heute sei 2 C R so, dass der Gauf’sche Int-Satz gilt, d.h. stiickweise stetig diffb. reguldres

Polyeder.

092 Rand davon; 77 duflere Normale; % bezeichne Richtungsableitung nach 7, bezogen auf Z;

oft: 2-
ong

Ist h: QUON = Q — R 2mal stetig diffbar mit Ah = 0, dann heiit A harmonisch auf.

SATZ 1:

oh
Vh,ii d§:/ I g=0
/89< ) o0 01

SATZ 2. A€ Q, Ky (@) ={FeR": ||T—d| <r} CQ.
Dann gilt fiir alle auf 2 harmonischen h

(@) = Jox, @ M@ A5 [%

faKT(d) 1ds w1

(gilt auch mit Integralen iiber K, (@) in Zdhler und Nenner.)

http://jensnitschke.name — jens.nitschke@stud.uni-stuttgart.de



7.6 HARMONISCHE FUNKTIONEN 29

SATZ 3 (Maximumsprinzip). Ist A harmonisch und nimmt in @ € €2 sein Maximum an, dann
ist h konstant.

(genauso fiir’s Minimum)

Alternativ: ist h auf  harmonisch und auf Q stetig, dann nimmt h sein Maximum/Minimum
auf 0f2 an.

Gegeben sei ) € R™ wie oben, auf 92 sei eine stetige Funktion g : 92 — R gegeben. Gesucht

ist eine Funktion
u:Q—R
mit folgenden Eigenschaften:
(i) u2x stetig diffbar auf
(ii) u stetig auf Q
(iii) Au =0 auf 2, u = g auf 9Q

Diese Aufgabe heifit Dirichlet’s Randwertproblem.
SATZ 4. Die Dirichlet’sche Randwertaufgabe hat hichstens eine Losung.

Beweis: seien up,uy Losungen = u = u; — ug ist harmonisch mit u(Z) = 0 auf 0€2.
Maximumsprinzip: u(Z) < 0 auf Q.
Minimumsprinzip: u(Z) > 0 aur €.

= u=0, u = us

Green’sche Darstellungen:

L du ov B
/Q(UAU — ulAv) dZ = /89 (Udﬁ - u(?ﬁ) ds (%)

fiir alle u, v 2mal stetig diffbar auf Q

I': (0,00) = R

1 2—n
F(T) = "(2*"7')“%7. (n = 3)

% log r (n=2)
Nz =T(||Z — d||2) "Newton-Potenzial” mit Singularitit in @ € R"”
I(Z,5) = (|7 - gll)
- R"xR"\ {(#,7): Ze R"} = R
(Achtung: T hat 2 Bedeutungen; aus Variablen klar!)
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Klar: fiir festes 7/ ist & +— I'(Z, ) harmonisch auf # # ¢, und umgekehrt.
Ziel: wihle fiir festes ¢ € Q, v(Z) =I'(Z,9) in (x).

Wende (%) an auf Q\ K, (), r so klein, dass K,(y) C Q.
ou or ou ar
D& §)Audi = | (T(#§) s — 5 rot o) ds
/ (&5 Audz /asz( 955 uan) ds / ( o “aﬁ) & 0
Q\Kr (%) K ()

Berechne das letzte Integral fiir r \, 0:
ou ou
rzantas =1 U e T IR
/ (&,9) 5= d5=T(r) 57 45 =T() / (Vu, 1) ds

IKr () OK (%) OKr (%)

| / INE ,y)?dﬂ < |T(r)r"™™ wn(?%a(XJVuH ‘—;00 rlogr — 0; r — 0 (beir — 0)

r (Y mit r
0K+ ()
r
/ u%d*_r'( ) / wds — u(f)
0K (7) 0K (7))
(weil [ wd§ ~ wyr™ tu(y)). Mit r — 0 folgt aus (0):
OK(¥)

(1) | u() :/Qr(f,gmudf—/m <F(a: y)gz gg) d3

”Green’sche Darstellungsformel” fiir u : ) — R 2mal stetig diffbar.

Spezialfille: (1) ist v harmonisch auf €2, dann gilt

ui=- [ (rengs-ugp) s @

Ist aber u : R™ — R 2mal stetig diffbar und w(Z) = 0 auf R” \ K,(0) mit R > 0 geeignet,
dann gibt (1) mit Q = Kz (0)

u@ = [ TE DA i )
Wichtige Folgerung:

SATZ 5. Ist u harmonisch auf , dann gitl (2), u ist oo oft diffbar auf Q. Ist @ € Q und
K,(d@) C €, dann konvergiert die formale Talyorreihe von u mit Entwicklungspunkt @ auf
K, (@) absolut.

(aus (2) ablesen)
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Wiederholung:

Green’sche Darstellungsformel: Ist () C R"” stiickweise stetig diffbares reguléres Polyeder
und u : @ — R 2mal stetig diffbar, dann gilt

u(7) :/89 (uagff)—r( )22) ds—l—/ﬂl“(f,gj)Au(f) d7

mit
= logr (n=2)
L(r)=1"° - ; T(@,9) = T(17 = ll2)
(2—n)(Oberfl. [Z]l2=1) (n = 3)

Ziel: bringe den Term mit % zum Verschwinden!

Idee: 2. Green’sche Formel mit h : 2 — R harmonisch

L ou oh
/Q(uAh — hAu) d¥ = /8(2 (_han + u@ﬁ) ds

Addiere dies auf die Darstellungsformel; G =T+ h

o oG  _ L . 0u
u(y)—/aQ (uaﬂ.(x,y)—G(x, )oe >d +/G 7)Au(Z) dZ
Ist w harmonisch, dann:
L oG L L 0u B
u(y) = / (uan — G(Z, )8n> ds

Wihle h = hy so, dass hg(Z) = —I'(Z, %) in jedem Z € 02
Geht das, dann wird

i) = [ @3 5@

Def.: gibt es obiges h, dann heiit G = G(&,y) = I'(Z, §) + hy(Z) Green’sche Funktion von €.
Existenz von hjy < lésen einer speziellen Randwertaufgabe fiir . Hat man aber G' und
Randdaten g : 9 — R, dann ist

0G
o 900 (= o ez
ui) = [ o@FE D@
eine (und die einzige) Losung von Au = 0, u = g (auf 99).

Fiir Kugeln kann die Green’sche Funktion explizit angegeben werden;
K={ZeR": |Z||s<1}; %= 2, "Spiegelung an der Kugel”:

& H%

(1% = gll) = T(Il2 17 — 9ll2) (5 # 0)
I([lZ]) = T(1) (5 =0)

@1
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= Green’sche Funktion fiir K.

Zeige: G(Z,9) = G(¥,7) <0 auf K x K

dG L e 7] O et 71

oii ~ (Oberfl. K) |2 — 7"~ walZ — gl

Poisson’sche Integralformel: Ist K = {Z € R" : ||Z||2 < 1} und v : K — R harmonisch,
dann gilt:

| 1 gl
@ =5 [ @
o = 7"

Z]|=1

ds (gl <1)

(nochmal: im Inneren von K lisst sich w in jedem Punkt @ lokal durch seine formale Taylor-

reihe darstellen, deren Konvergenzradius ist (mindestens) 1 — ||@||2.)

Losung der Dirichlet’schen Randwertaufgabe fiir K = {||Z]| < 1}.
Gegeben seien g : {||Z|| = 1} — R. Dann ist durch

I R ATy
lIZ]=1

eine auf K stetige und auf ||Z|| < 1 harmonische Funktion u gegeben.

a2
Beweis: Au = 0 auf ||Z|| < 1, denn K(Z,y) = % ist als Z-Normalenableitung der in ¥

harm. Funktion G(&, ) wieder harmonisch in .

Noch zu zeigen: wird u(Z) = g(Z) auf 0K gesetzt, dann ist u auch auf dK stetig.

1=— K(Z,9)ds (%) (u = =11in Possion)

g(70) = / 9(20) K (&, 7) d3 (%) = u(Zo).

[l Z]|=1

Fiir jedes i € K ist
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Die Losung der Randwertaufgabe funktioniert auch, wenn g : {||Z|| = 1} — R stetig bis auf

endlich viele Sprungstellen ist; und nur dort ist Funktion auf dem Rand nicht stetig.

Letzter Satz: Sei () Polyeder wie immer. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) w: 2 — R ist harmonisch
(ii) w hat Mittelwerteigenschaft auf K,(@) = {Z: ||& — d||2 < r} mit K, (@) C 2, d.h.

[ w(@)ds

9K, (a)

(iii) Fiir jedes K wie oben ist

ou .,
/ %dS—O

K (@)

Beweis:

(i)=(iii) Satz 1

(i)=(ii) Satz 2

(ii)=(i) w hat Mittelwerteigenschaft, geniigt also Max- und Minimumsprinzip

Wiéhle harmonische Funktion h, die auf ||Z — @|| = r dieselben Werte wie u hat.

h —wist = 0 auf || & — d@|| = r und hat Mittelwerteigenschaft; geniigt also Max- und Mini-
mumsprinzip.

= h —u=0 auf K,(a); u=h.

(iii)=(i) Ubung!

Allgemeiner:

v : Q — R ("Quelldichte”)

g: 0Q — R (stetig).

Gesucht: Au = ¢, u = g auf 0f.

Ist Au; = Aug = ¢, dann ist A(u; —ug) =0
Idee: Lose

Aug = ¢ mit up=0 auf 9Q (Wie? HM 1V)
Auqp = 0 mit u; = g auf 9Q

= ug + u1 ist spezielle Losung des gestellten Problems, und sogar die einzige!
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7.7 Der Satz von Stokes

V= (Vi,Vs,V3): G C R?® — R3 diffbar.

— (9Va _ 0Vo OV _ OVs 9Va _ 9Vi
rot V' = (8:)32 Ox3’ Oxg Ox1’ Ox1 6x2>

rotV=VxV rot V = 0 < Integrabilitdtsbedingung fiir V'

Ist G sternférmig, dann gilt:
V ist Gradientfeld < rot V = 0.

Gegeben: regulire Fliche v : U C R? — R3, berandet durch einen geschlossenen Weg
o: I —R3
"oben” auf der Flédche sei dort, wo die Fliache links vom Durchlaufen des Randes liegt.

Auf der Fliche gibt’s dann ein "nach oben zeigendes” Enheitsnormalenfeld.

Klassischer Satz von Stokes: Fiir diffb. Vektorfelder V' gilt

/¢<V’ i) :L<r0tKﬁ> dv

Beweis im Spezialfall:

Oy o Oy
/ (rot V, ) dv = / (ot V (v()), ~22—92 ) Maftensor di
U 5 % g |l
Y Ou Ouz

Wende jetz den ebenen Gaufl’schen Satz an!

Cartan-Kalkiil. Benutze (im R™) n verschiedene Symbole dz1,..,dzy. Ist V ein VF, dann
dxrq

bilde damit den formalen Ausdruck Vi dzq + ... + V,, da,, = (V; )
dx,

(ein solcher Ausdruck heifit ” Diffentialform”; 1-Form)

f: R™ — R diffbar. Dann soll df := (V f, dZ) die ”Gradientenform” sein.

"formal” sollen ”Produkte” von dx; definiert werden. dx; messen Léngen, also sollen Produk-
te von zwei dx; Flichen, von dreien Volumina etc messen. Dies soll Vorzeichen-empfindlich
geschehen!

Fiir dieses Produkt schreibe dz1 A dxj (Adxy... etc)

Rechenregeln: dr; Adz; = —dx; Ndx; Vi, j

Insbesondere ist dann dx; A dx; = 0.
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Eine k-Form (k-Differentialform) ist ein Ausdruck

Z fil,...,ik (f) dIL‘il A dl’iQ AN dl’lk

1<i1<i2<...<1x <N

Motivation fiir den nachsten Schritt: Transformationsformel!
/ f(&)dz d¥ =dx1 A ... Ndxy,
G

¢ : U — G diffbar, bijektiv & = ®(7) = (¢1(¥), ..., on(Y))

Hier ist
[(@)dZ = f(2(Y)) der(§) A dpa () A .. A dion(¥)

Oy
do1(y) = (Vo1 (¥), dij) = n Ly + .+ T2 dy,

0 0 0 0o
de1 () A .. Ad%()z(éplldw +8§1dn>/\<8¢12d1+ +8y dyn>/\...
_ Jp1 Opo '
> Gyzld“/\ade”A Aﬁind%”

. . 1 e,
= < Z sign (o) ot ...aya(n)> dyi A ... N dyn,

[r@ia= [ oy = [ 1-0@aem

Die ” Ableitung von Differentialformen d: (k-Formen)— (k + 1-Formen)
Eine 0-Form sei eine diffbare Funktion. f: R™ — R.

df == (Vf, di); dw= > dfi i, () Adwy A Adz,

1<y <...<ip<n

dx; = Messapparat in i-ter Koordinatenrichtung.

dz; A\ dx; = Flachenmesser in i-j-Koordinatenebene.

Eine k-Differentialform ist Linearkombination von k-dim. Messapparaten
dz;, Ndxi, N ... Ndx;,
Es soll gelten

dx; A dZCj = —dxj A dx;

dr; Ndzx; =0
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Eine k-Differentialform auf R ist also
Z fii,...,ik (f)d:ﬂ“ Ndziy A ... N\ dx;,
1<) <ig<...<ip<n

0-Formen = Funktionen.
Q*) = VR der k-Differentialformen auf R™.
Q( ) = Fkt auf R";

= {Z fi(@) dx;} — VF auf R™; (f1(Z), ..., fn(Z))
= { Z [i;(Z) dx; A dxj} kein VF, es sei denn, n = 3

1<i<j<n

M) = {f(Z)dzy A ... Ndzyp}

(n—1) _{fl( )dl’g/\d:l)g/\ N dxy, — fg( )dl’l/\dl'g/\d$4/\ /\dl'n+f3( )dl’l/\dl'g/\
dx4 A Ndxy — oo+ (=D)L (D) dzy Ao Adap—1}
Dazu bilde VF (f1(Z), ..., fn(Z))

Also gehort zu jedem VF (f1(Z), ..., fn(Z)) auf R™ gehort also die 1-Form w(f) = f1dz1+...+
fn dz,, und einer n—1-Form ¢(f) = f1 deoAdxsA...Adxy—...4 ...+ (=1)"TLf,(Z) dziA.. . Adzy o

Eine k-Differentialform heiit stetig, diffbar, stetig diffbar, etc, wenn dies fur alle f;, 4, (%)
gilt.

Definere eine ” Ableitung” d : Q®) — Q¢+ wie folgt:

d: QO - QW) df (&) = (Vf, di) = f - d;

d: Q®) — QG+ Jinear;

d Z fnlk (f) dxil AN dazik = Z dlezk (:f) A d.%il VANRUAN dwik

1<i1 <ip<...<ip<n 1<i <..<ix<n
Beispiel:
(1) w=2a1dz1 + 1202 dTs + 23 d24
dw = dx1 N\ dxy + d(z122) A dxg + dxs A dzy
=0+ (xodry + o1 dxs) Adxg + dxg A dry
= xodx1 Ndxo + drs N dxy
(2) Sei(fi1(Z),..., fn)Z)) ein VF. Bilde dazu die n — 1-Form ¢(f)

do(f) = df1(®) Adzgy A .. Adxy — ... + (=1)" L dfo () Adzy A oo Adxy_y

3@1 dziy Ndxa A ... ANdx, — fQ dro Ndx1 Ndzs A ... Ndxy,...
8 X1 Ox €2
= %-F%—F —i-% dxy A ... Ndxy, = div(fi, ..., fo) dx1 A ... Adxy,
0x1  Oxa Oxy,
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(3) (Wiedererkennen der Rotation). Sei V' = (Vi, Vo, 13) sein VF auf R3;
w(V) = Vidzy + Vadxg + Vi dzs die zugeordnete 1-Form.

dw(V) = dVi A day + dVa A dzg + dVs A das

= %d:m—i‘%dxg N dzy + %ﬂxl"‘%dm Adz2 + ..
O7s O3 01 Oxs
(Ve oW aVs  0Vy
— <8x1 8:1:2> dxi A dzg + (31‘1 8:):3> dxy N\ dxg
oVy  0V3
_ <8$3 — 8‘r2> dxro N dxs

SATZ 1. ddw =0
fiir jedes 2-mal stetig diffbare w € Q®) mit k < n — 2

Beispiele: ist f: R? — R 2-mal stetig diffbar

ddf =0 rotVf=0

Ist V ein 2-mal stetig diffbares VF auf R3, dann ist ddw(V) =0
& divrotV =0

Beweis: wir zeigen fiir 2-mal stetig diftb. Fkt. f : R — R ddf = 0 durch Nachrechnen.

Dann ist

dd > fiyi (@) dri A Ndzi, = ddfiy i, Adwi A A da,

1150k

(9:62‘

i=1 j=1

0% f 0% f 0% f
- Z 8.%'J8$, dw] 4 d$l - Z <8$38$1 B 8:}6,835]) d.%‘@ 4 dw]

1<i,j<nundi;j i<j

n
ddf =) a2f A dz;
=1

=0

SATZ 2 (Lemma vom Poincare). Ist w € R(*) auf einem Sterngebiet mit dw = 0, dann gibt es
a € QFD mit da = w

Integration von Differentialformen

Auf der Kurve: ”Messapparat”: ds
(ds)? = (dx1)? + ... + (dzy)?
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Ist die Kurve durch eine Parametrisierung gegeben: v : [a,b] — R"
¥ = (71,725 )

ds = \/d’yl t)? + A+ dy(t)?

=Vt 2+ ()2 (de)? = |V (82 dt

Bei einem VF V = (V1,..., V},) bilde dazu die 1-Form
w=Vidxy +..4+ V,dx,.
Ist v wie vorher, dann definiere ”die zuriickgeholte Form”
Yw=Vi(v(#) dn () + ... + Va(y (1)) dyn(t)
= (V(v(1),7'(t)) dt

Wir definifieren fiir eine 1-Form zum VF V und einen reguléren Weg v des Integral

A i /b Y dt = /b VA1), (1)) dt

Ist allgemeiner w = > fir.ip (Z) dzi; A ... Adz;, eine stetige k-Form auf R™ und
1<i1<..<ip<n

v : U C R* — R" ein regulires Flichenstiick, dann schreibe v = (71, ..., 1) und setze

Vw = > Jir i, (V@) dryiy (@) Ao A dryiy (W)

1<41<12<... <1, <n
= g(t) duy A ... A duy,

T Rechenregeln fiir 1
Setze dann:
/ W= / @) duy...duy,
Diese Definition des Integrals ist so gebaut, dass die Transfo-formel enthalten ist: ist
w= f(Z)dz1 N... \Ndxy,
eine n-Form, dann ist f: U — R stetig
/ o= e

= ®(ii) = (1(i0), ..., Py (1))
:f~<I>( )detq)( 0) duy A ... A duy,
[®*wdi= [ f(Z)d

Beispiel: Gegeben VF V = (11, V5, 13); das Flussintegral iiber 212 + 2% + 232 =1, 23 >0

soll berechnet werden.
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Interpretiere das VF als 2-Form im R?:
w = V4(Z) dxa N dxg + Vo (Z) daxs A dzy + V3(Z) dxy A dg

Parametrisiere das Int-Gebiet:

T1 = COS (p COS Y; dx1 = —sinpcosy dp — cos psin ) dip
x1 = sin @ cos dxo = cos @ cos ) dp — sinsiny dy
T3 = siny dxs = cos v dip

mit |0 < ¢ < 2m; 0<1!)<g dzs A dxz = cospcos?  dp A dyp

Dann ist also das Flussintegral

us
2 27

= / w= //V1 (cos ¢ cos v, sin o cos 1, sin 1) cos @ cos? ¥ dpdap
0 0

Halbkugel

+//v2(...)...+/%(...)...

Der allgemeine Stokes’sche Satz

Im R* kennen wir ”reguliire Polyeder”.

Im RR™ sei ein solches k-dimensionales Polyeder das Bild unter einer injektiven diffb. Abbil-
dung von einem k-dim. Polyeder im alten Sinne.

Sei jetzt G C R™ ein k-dim. reguldres Polyeder; dessen Rand ist dann eine k — 1-dim. (stiick-
weise) regulire Fliche 0G.

Sei w eine stetig diffbare £ — 1-Form. Dann gilt
/ w = / dw 7allgemeiner Stokes’scher Satz”
oG G

Begriindung (und Spezialfille):
G C R"™ regulires Polyeder; Vektorfelder V' = (V4, ..., V;,) entsprechen n — 1-Formen:
w = V4(%) dza Adz3 A... Ndxyp — Vo (F) dzy Adzg A ... ANdxy + ...+ (= 1)V, (8) dey A ... Aday 1

Flussintegral von V iiber 0G Cand / divV dx
G

:/w /dw
oG G

Genauso: im R? entsprechen VF sowohl 1-Formen als auch 2-Formen.

Dann ist der allgemeine Stokes’sche Satz der klassiche (mit rot)
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Beweis i.A.: benutze eine k-dim. Karte und wende dort Gauf} an!

Man sieht hier: A ist der ”richtige” Ersatz fiir das Vektorprodukt.
Ubung: a1 dxy + agdre +agdxs = p; Y =bydx; + ... + by dxs
Berechne ¢ A 1. Was hat das mit @ x b zu tun?

(a1b2 — azbl) dzy A dxo

Bei richtiger Interpretation liefer der allgemeine Stokes’sche Satz fiir O-Formen den Zusam-
menhang zwischen Potential und Arbeitsintegral
0-Form < Funktion f(Z)

_of of _ .
= 90 dri+ ...+ oz dx, = (Vf,dZ) 1-Form

df

Ist v : [a,b] — R"™ ein reguldrer Weg, dann ist

/7<Vf,d:f>:/wdf

f(y(®) = f(v(a)) = : f=: f|zgz)) «— 70-dim. Integral”
Y

Literatur dazu: H. Grauert, I. Lieb, Differential- und Integralrechnung I1I, 2. Aufl. oder héher;

7 Veranschaulichung von Diff.-Formen, Anw. auf Elektrodynamik

Differentialformen und Elektrodynamik

Disclaimer: hier wird niemals behauptet, traditionelle Darstellungen seien ”nicht richtig”.
Selbstverstandlich ldsst sich Feldtheorie mit der Sprache der Vektoranalysis sachgerecht be-

schreiben.

Aber: Physikalische Messungen finden in einem ”Bezugssystem” (math.: Koordinatensys-
tem) statt. Andert sich das Koordinatensystem, dann auch die Messung nach einigen gewissen
Gesetzen. Deshalb sollte zur Beschreibung ein mathematisches Objekt gewéhlt werden, das

dasselbe Transformationsverhalten hat.

Beispiel:
Randkurve sei gegeben durch r = r(p); ¢ € [0,27]. Ist A die eingeschl. Flidche, dann

A:/:Udy
v
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T =TCoSy
Yy =rsine
2T
A= [ r(p)(cos ) d(r(e)sinp)
0
2m
— [ 7() cos o1 (¢2) sin o + (p) cos ) dig
0

Warnung: Was im R? auf den ersten Blick wie ein Vektorfeld aussieht, kann als 1- oder

2-Form modelliert werden. Das Trafo-Verhalten von 1- und 2-Formen ist aber vdllig anders.

Das Experiment oder sogar schon der Modellierungsansatz entscheiden also, was im konkreten

Fall vorliegt.

Krifte F sind anschaulich Vektorfelder F : R? — R?, die Arbeit wird durch ein Kurven-
integral beschrieben.
Hier wird die Information entlang 1-dim. Mgfkt. abgefragt. Deshalb sind Kréfte/Kraftfelder

grundsétzlich 1-Formen
F =Fdxy + Fydxo + Fs3dxs

und die Arbeit entlang eines Weges W ist fW F.
Deshalb ist auch die ”elektrische Feldstirke” eine 1-Form.

Denn: gegeben Punktladung e zur Zeit ¢ in # € R3. Gibt’s auch auf R3 ein elektrisches Feld,
dann wirkt auf diese Ladung in & in Richtung var¢ (mi8t ||€]|2 = 1) eine zu e proportionale
Kraft eF(Z, &, t).

Dies kann als linear in gangesehen werden. Wihle e = 1 und 5_; =(0,0,...,0,1,0,...,0). Mit
diesem &, sei E.(s,t) = F(f,fr,t) und

3
F=> E.(Z¢t)dz,

r=1
Denn 1-Form ist die "elektr. Feldstirke”.

Magnetische Feldintensitét ist eine 2-Form.

Induktionsexperiment: In einem Magnetfeld befinde sich ein geschlossener Leiter L.

Zum Zeitpunkt tg werde der Leiter aus dem Magnetfeld entfernt, zur Zeit ¢1 sind wir damit
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fertig.

Befund: in L wird ein ”Spannungsstofl” S beobachtet, der nicht von der Art abhingt, wie L

aus dem Feld herausbewegt wird:

smj(/LE)dt

Vertausche Integrationen: S = S(L) = [, ¢ mit 1-Form ¢, die durch Integration von E nach

t entsteht. Stokes: in L eine Fliche einspannen, diese sei A mit 0f f = L. Dann

S:/dgo
A

Die 2-Form dip heifit magn. Feldintensitit B
B = Bydxo N\ dxs + By dxs N\ dxy + Bsdry A dxo

Wegen B = dyp und d(dp) = 0 gilt die

1. Maxwell’sche Gleichung dB =0
traditionelle Schreibweise: B « (By, B2, Bs)
dB =0 < div(B1, B2,B3) =0

Ganz dhnlich lasst sich die

2. Maxwell’sche Gleichung —dF = %B

begriinden und dann die (relativistische) E-Dynamik aufbauen.
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8.1 Komplexe Differenzierbarkeit
Gegenstand sind Funktionen auf offenen Teilen U C C mit Werten in C; f: U — C
Durch Identifikation C = R?; z = = + iy — (m) kann f = g + ih mit reellen Funktionen
Yy
g,h: U — R auch als VF auf U verstanden werden:
v\ [(9(z.y) (%)
Y h(z,y)
Wir nennen f stetig, (reell) diffbar, reell stetig diffb. etc., wenn dies fiir das VF (x) gilt.

Seien f,U wie zuvor, zg € U. Exisitert der Grenzwert

i £2) = (z0)

2—20 zZ— 29

=: f'(20),

dann heifit f in zp komplex diffbar, und f’(zg) heifit Ableitung von f in zp.

Beispiele:
(i) konstante Funktionen sind komplex diffb. mit Ableitung 0.
(ii) f(2) =z hat f'(z) =1
(iii) f(2) = 2%, k€ IN; 2F — 20 = (2 — 20) (%1 + 2F 220 4+ ... + 2% 7))

fz) = f(z0) _ p

zZ— 29

+ 257220 + o 4 2" = kT = f (%)

SATZ 1 (einfache Rechenregeln). Seien f,g: U — C, komplex diffbar in 2y € U.
(i) Auch f + g ist diffb. in zg, und es gilt (f + g)'(20) = f'(20) + ¢'(20)
(ii) Auch fg ist diffbar in zg, und es gilt (fg) (20) = f'(20)9(20) + f(20)9'(20)

SATZ 2 (Kettenregel). Seien U,V C C offen,
f:U—-V, g:V—>C.Essel fin z und g in f(zp) komplex diffbar. Dann ist auch g - f in
zo komplex diftb, und es gilt

(9 1) (20) = g'(f(20)) - f'(20)
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(wortl. wie fir Fkt. R — R in HM I)

Insbesondere sind Polynome komplex diffbar.

Geometrische Bedeutung der komplexen Ableitung:

Im Reellen: f(zo) + f'(z0)(z — o) (Taylorpolynom!) ist die beste lineare Approximation.
Im Komplexen: f(z0)+ f'(20)(z — z0) ist die beste lineare Approx. vom Typ f(z0) + ¢(z — 20),
mit c € C

Betrachte die lineare Abb. C — C; z +— cz
¢ = |c|e*”. Dann wird z gestreckt um Faktor |c| und um den Winkel ¢ gedreht (Drehstre-

ckung); c=a+ib, z =z + iy

—b —b
z +— cz kann dann als Abb. R? — R?; 0 I ) I v aufgefasst
Y br + ay b a Y

werden.

Also: jede komplexe diffb. Abb. f: U — C stellt in der Ndhe von 2y eine gestorte Drehstre-
ckung mit Faktor f’(z9) dar. Insbesondere gilt:
fiir zwei Kurven durch zg bleibt bei den Bildkurven der Schnittwinkel erhalten, auf die Tan-

gentialvektoren in f(zg) werden mit | f’(zo)| multipliziert, sobald f’(zg) # 0 ist.

Solche Abbildungen heiflen winkeltreu. Winzige Dreiecke werden (bis auf Storung) auf dhn-
liche abgebildet (”konform”).

Ist f: U — C in 2y komplex diffb. dann ist das aus f = g 4+ ih gewonnene VF reell diffbar:

f2) = f(z0) _ . 9(zy) + k(@ y) — 9(xo, yo) — ih(zo, yo)

/
=1
f (ZO) zi»Hzlo Z— 20 2—20 T —z0+ 1(Z/ — yo)
= lim 9(z, yo) + ih(z, yo) — g(0, yo) — ih(z0, yo)
Y=Yo T—x0 T — I
oh
= 879('%'0; yO) + i%($07 yO)

Oz
Oh  0Oh

dg Og
Jacobi-Matrix fiir das VF: ( 89)
or Oy

Cauchy-Riemann’sche Differentialgleichungen:

f ist in zg komplex diftb.

99 _ dh. 09 _ _ Oh
S 5 = oy oy — oz 11 (w0, o)
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Wiederholung:
UcCoffen; f: U — C
f heifit in zg € U komplex diffbar, wenn

lim f(z) = f(20) _ f/(ZO)

z=z0 2 — 2
existiert. Insbesondere sind Polynome p(z) = a12™ + ... + a1z + ap sind diffbar;
P(2) =na 2"+ ... +ay
f=g+ihmitgh: U—R

SATZ 1. (Cauchy-Riemann’sche Dgl) f =g+ ih: U — C ist in zg = xg + iy komplex diffb.
. 99 _ _0h

dg _ Oh
= %|(I0,yo) - (‘Ty’(wo,yoﬁ 9y — oz

Beispiel: exp : C — C; z — e ist auf ganz C komplex diffbar
e* = et = e%(cosy + isiny)
Also g = e*cosy, h =e*siny

g . oh
= =e%cosy = —

ox dy
Beispiel: f: C\ {0} — C; z+— 1

z

% - % k20— % 1 ;1
Z— 20 220 Z— 20 220
ist iiberall diffbar auf C\ {0}; f'(z) = =%

z

Sind Funktionen f : U — C auf ihrem Def-Bereich iiberall komplex diffbar, dann heifit f
holomorph auf U (alt: analytisch; engl.: reqular); ist U = C, dann heifit f ganze Funktion

7exp ist ganz”.

SATZ 2. Sei f = g+ 1ih : U — C holomorph; g, h seien als Funktion von z,y 2-mal diffbar.
Dann gilt Ag=Ah =0

Beweis:

0% 0%g cr 0% O Oh

a2 o 922 oy (‘a)

9%g 0 Oh 0%g 0 dg
T 022 0xOy CR 92® Oz dx

Umgekehrt kann zu jeder harmonischen Funktion g : U — R eine Funktion h : U — R
gefunden werden, so dass g 4+ ¢h holomorph auf U ist.
(nach CR-Dgl); h ist bis auf Konstanten eindeutig.

In diesem Sinne: Fkt.-Theorie< harmonische Fkt. auf R2.
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8.2 Kurvenintegrale

f:ICR—C; f=g+1ih; g,h: I — R, stetig
Dann setze [, f(t)dt = [; g(t)dt+i [, h(t)dt

Sei jetzt v : I — C ein stiickweise stetig diffbarer Weg.
Sei f: U — C stetig, y(t) e UVt el

[ fiz= [ ro@pwa
¥ I
Zerlege dies in Re und Im: f = g+ th; v = 1 + @72 mit reellen Funktionen g, b, y1, 7.

Re [ a2 = [ Re(rG)Y@)a = [ (a0 ®) ~how) 0)
_ g(y@®) \ (n'®Y, , 9\ (dx
- /1< (—h('y(t))> ('m’(ﬂ) o /v< (—h) ’ (dy>>
h dx
1))
Also: Re fﬂ/ fdz, Im fﬁ/ f dz sind gewdhnliche Kurvenintegrale von VF.
Spezialfall: sei v : [a,b] — C Randkurve eines Gebietes G,

G=GUOG CU.Sei f: U — C holomorph.
Gauf3:

Re/f(z)dz:/gdx—hdy
vy Y

h
:/ d(gdx—hdy):/agdy/\dm—adac/\dy
G c Oy

Ox
h
= / _99 _0on dx dy = 0; genauso fiir Im (benutze die andere CR)
G 8y ox
= 0 nach CR

SATZ 1 (Cauchy’scher Integralsatz). Sei U C C offen, f : U — C holomorph und « Randkurve
eines Gebiets G mit GUOG C U. Dann ist [ f(z)dz =0.
(es gilt die Umkehrung: ist [ f(z)dz = 0 fiir jede Kreisscheibe {|z — 29| <7} C U dann

|z—z0|=r

ist f schon holomorph)

WARNUNG: auf GUJG C U kann nicht verzichtet werden:
f(z) =1 (auf €\ {0}) Dann gilt [ dz—z = 2mi

z
|2|=1
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Parametrisiere: v : [0,27] — C; t +— e; +/(t) = ie®

d 2 2
1 1.,
0

|z|=1 0

Fixiere ein zy € U:

f(2) = f(z0)
Z— 20

F ist holomorph auf U \ {2},

in zg ist F' zumindest stetig.

F(z):=

Sei I' der Weg wie in der Skizze.
= [ F(z)dz=0

Dieses Argument zeigt:

/F(z) dz=0
¥
Also:

/y f(2) dZ:L f(20) dZ:f(ZO)/Y dz = 2mif(20)

zZ — 20 zZ — 20 zZ — 20

SATZ 3 (Cauchy’sche Integralformel). Sei U C C offen, zg € U und f : U — C holomorph.
Sei v die Randkurve eines Gebietes G mit G UG C U und zy € G. Dann gilt

f(z0) = LG dz

2 zZ— 20

¥
(dies ist die komplexe Fassung von der Poisson-Darstellung).

Ubung: bilde Realteil und gewinne Poisson fiir Dimension 2 zurueck!

SATZ 4. Ist f : U — C holomorph, dann ist auch die Ableitung f’ : U — C holomorph.
Insbesondere ist f beliebig oft komplex diffbar, alle Ableitungen sind holomorph.

Sei zp € U; wahle r > 0 so klein, dass |z — 29| < r ganz in U

Fleo) = o / RGPS

z— 20
|z—z0|=r

Fiir jedes w mit |w — 2| <7

1 f(2) oy 1 9 f(z)
fw=gs [ I rw =g Doz
|z—z0|=r |z—zo|=r
_ 1 f(z)
T 2mi / (z —w)? dz
|z—zo|=r
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Wiederholung:

U C C offen, f: U — C holomorph.
Sei v ein geschlossener Int-Weg in U; das Innere G liege links, GUOG C U.

(1) (Cauchy’s Int-Satz) [ f(z)dz=0

(2) Ist 29 € G, dann gilt

f (20)2% fozio dz
v
/ _ 1 f(z)
f(z)_ZTri/y(z—Zo)Zd
" 2 z

(- flz) o
£ (z0) .L(

2mi 2 — zg)" L

(3) heifit Cauchysche Integralformel fiir die Ableitungen; insbesondere ist jede holomorphe
Funktion beliebig oft diffbar; alle Ableitungen sind holomorph.

Beispiele: Sei f holomorph auf |z| < R mit R > 1. Dann ist

|z]=1

z=¢t: 0<t<2rm

z e’Lt ezt
1 2
f0) =5 [ rear
T
0
(i) f(z) ==
1 27 1 27 . 27
_ - it g L v .
0= 27T/e dt 2ﬂ/costdt+ 2Tr/smtdt
0 0 0
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(if) f(2) =€

2
1= ;ﬂ/exp(cost +isint)dt
0
2
- % / eCOSt(COS sint + isinsint) dt
0
- 2
:>/ et cossin t dt = 27; /eCOStsinsintdt =0
0 0

(i) f(z) = 22+4, holomorph fir |z| < 2

27 27 .
1 1 / d 1 [(e " 4+4)dt
4 2 et +4 27 |e2it 4 42
0 0
2Z = |z|?

€22 = (4 + cos 2t)* + (sin2¢t)? = 17 + 8 cos 2t

o0 oo
Berechnung der Fresnel-Integrale: [ sin(t?)dt, [ cos(t?)dt
0 0

R2
du

R

d
/sm (t?) dt = /(sinu)\/% 2 =wu; t =\u; dt:m
1

1

T 1
/et2 dt = 3w
0

Grobe Idee: integriere e

[e'e) 100 o)

2 ? 2 i 2
/ez dz:/ez dz:z/ezt dt
0 0 0

Funktionierende Idee: a € R, |a| < 1.

Wir zeigen:
0 .
—(1+ia)2t2 dt _ 1 1—a
/ c AL
0

http://jensnitschke.name — jens.nitschke@stud.uni-stuttgart.de



50 FUNKTIONENTHEORIE

Idee wie oben:

22

Integriere e™*" iiber v = v1, 7273

Cauchy: /6Z2 dz = 0;
v

R
1
/ e~ dz:/et2dt — =T
" J (R—00) 2

Behauptung: lim | e dz = 0; z=R+1, 0<t<aR
R—00 "2

denn:
aR
2 tl=1t [ e it)? t
e d . (R+1t) d
72 5
aR
_ ’i/e(RQtz)eQithﬂ
0
aR aR 1
§6_R2/et2dt<6_R2/dt§R—>O(R—>oo)
0 0
1 7 : 2.2 \/77‘ 7 C 2.2
- = —(1+ia)®t (1 4 50N gt :/ —(14ia)*t* 14
Qﬁ /e (1+da)dt = 501 + ia) e
0 0
z=(1+ia)dt

Zerlege in Re/Im:
o0
11 —(1—a?)t? —2iat?
5@\/% = (& Ree dt
0

[e.e]
:/e_(l_“)2t2 cos(2at?) dt;
0
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8.3 Konsequenzen der Cauchy’schen Integralformel

Ziel: jede holomorphe Funktion lésst sich durch eine Potenzreihe darstellen; dies ist ihre Tay-

lorreihe.
1. Schritt: Holomorphie bleibt unter gleichméfiger Konvergenz erhalten.

Definition: Sei f,, : U — C eine Folge holomorpher Fkt.
Die Folge heifit lokal gleichméflig konvergent auf U, wenn es zu jedem Punkt zp € U eine
Kreisscheibe |z — zp| < r mit r > 0 gibt, wo f,, gleichmifig konvergiert.

SATZ 1. Eine auf U lokal gleichmifig konvergente Folge f,, holomorpher Funktion hat eine
holomorphe Grenzfunktion f.

Wihle eine offene Menge V' C U, auf der f,, gleichméfig konvergiert. In V' wahle abgeschlos-
sene Kreisscheibe K.

Fiir alle z € K \ 0K ist

1 n
fn(2) = =— fn(w) dw fir alle n
21t Jog w — 2
1 ; 1
n—oo 211 G MO W — 2 271 oK W— 2

o0 o0
SATZ 2. Ist ) a,z" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0, dann ist f(z) = > ap2"
n=0

n=0
auf |z| < R holomorph

Beweis:

denn auf |z] < R — 4, (jedes 6 > 0) konvergiert die Potenzreihe gleichmiflig, also lokal glm.
N
auf |z| < R. Aber ) a,z" sind holomorph.

n=1

WARNUNG: In Satz 1 angewendet auf f, folgt auch f,” — f/, f.”" — f” etc.

D SN D [ 4 _ .6
2?2 = T=(=27) =l—-a"+2"—2°+ ...

Potenzreihen liefern auf ihrer Konvergenzkreisscheibe holom. Funktionen

1
expz = Z EZk ist deshalb auf C holomorph.
k=0

22 2P

sinz:z—§+5—... holomorph
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SATZ 3. Sei U C C offen, f : U — C holomorph; zg € U. Sei K die grofite offene Kreisscheibe
mit Mittelpunkt zp und K C U. Dann konvergiert die Taylorreihe von f mit Entwicklungs-
punkt zg auf K gegen f;

d.h.

k),
Sk pe)

k=0

fir alle z € K.

Beispiel: exp(z) ist auf ganz C holomorph;

o0
exp’ = exp = exp®(0) = 1. Die Taylorreihe ist also 3 %I?, diese muss nach Satz 3 auf C
k=0

konvergieren. Allgemeiner: ist f : C — C ganz, dann konvergiert Z " )(0) = f(z) auf ganz C.
k=0

Belsplel 17z ist holomorph nur auf C \ {%i}, also hat die Taylorentwicklung um 0, d.h.

1— 2%+ 2* — 25 + ... Konvergenzradius 1.

Beweis Satz 3: wihle R € R mit |w — 29| < R ist ganz in K.
Fiir alle z € C mit |z — 29| < R gilt dann

f=5m | 1) g

w—z
|w—z0|=R

0 k
1 1 _ 1 1 _ 1 Z Z2—20
w—z = (w—z0)—(2—20) = w—201_22%0 = w—=zo = w—2zp

(AJ*ZO
Fiir jw — 29| = R ist \%‘:%<1
o0 k
_ Z— 20
= /lRf w_ZOE;)(w_ZO)
w—2z0
3 ! fw)
_ _ k| L  flw)
= Z(z ZO) Ii / (w — zo)k"rl dw
h=0 lw—z0|=R
ad FE) (2,
= Z(z - zo)k k(' 0) O

SATZ 4 (Identitétssatz). U C C offen. f,g : U — C seien holomorph. Sei v : [a,b] — U ein
diffbarer Weg, v(a) # ~v(b). Es gelte f(y(t)) = g(y(t)) fiir a < t < b.
= f=gaufU.
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Typische Anwendung: ist f : I — R eine Funktion auf einem reellen Intervall, dann gibt es
hochstens eine holomorphe Fortsetzung auf eine offene Menge U C C; I C U.
Ist eine reelle Funktion durch Potzenreihe gegeben, dann hat diese eine holomorphe Fortset-

zung (durch dieselbe Potzenreihe, und es geht nur auf diese Weise).

(analytische Fortsetzung). Seien U C V C C offen, f: U — C und F': V — C holomorph
mit f(z) = F(z) auf z € U. Dann heiit F' analytische Fortsetzung von f. Diese ist eindeutig

bestimmt!

Beweis des Identitéitssatzes.
Zeige: in 7(b) sind alle Ableitungen von f und g identisch.

(dann sind die Taylorreihen dieselbe, also auch f = g)

z0=7(0)  f(20) = g(20)

lim LG — pr()
z—20

, also f'(z0) = ¢'(z0). Analog

Bewege z nur entlang des Weges. Dort ist 1&=fz0) g(z)fgézo)

zZ—20 z—z

fiir hohere Ableitungen.

”Der” komplexe Logarithmus.
z=x+iy, v,y ER. = exp(z) = %W = e®cosy + ie’siny

Ist periodisch, Periode ist 27 w = u+iv = exp(z)

Wéhle U ={z+iy} € C: z € R, -7 <y <7}

Dann ist U offen; exp : U — C\ (—o0, 0] ist bijektiv, die Umkehrabbildung heiit (Hauptzweig)
des komplexen Logarithmus. Dieser setzt den reellen Logarithmus auf V := C \ (—o0, 0] fort.
Im Reellen: log(1 +z) =z — %2 + % - %..

Im Komplexen: log(re'?) = logr + i

(r>0,—m<p<m) log z = log |z| + i arg(z) arg(z) € (—m,m)

Es gilt auch auf V' = C\ (—o0, 0] die Formel

1
log’ 2 = — |, denn: log ist nach CR holomorph auf V', also auch log’ z.
z

Fiir reelle z ist log’ z = 1. Deshalb muss das nach Id-Satz und V richtig bleiben.

z

Ist also 7, irgendein Weg, der 1 mit z in V verbindet, dann gilt

€T
d

log z = e (Erinnerung: logz = /
e w

dt
-)

1

(z.B. kann , als Strecke von 1 nach z gewihlt werden!)
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Satz von Liouville: Jede beschrinkte ganze Funktion ist konstant.
Fundamentalsatz der Algebra: Ist p ein Polynom mit komplexen Koeff. und Grad > 1, dann
hat p in C eine Nullstelle.

denn: wihle R so grof}, dass le)‘ < 1 auf |z] > R. Auf |z] < R hat - wenn p(z) <0Vz € C

- |ﬁ| ein Max, ist also beschrankt.

Liouville: ﬁ konstant = p konstant.

Ist p(zp) = 0: Taylorentw.: p(z) = (z — 20)q(z) mit ¢ Polynom.

Folgerung: Jedes komplexe Polynom p(z) vom Grad N kann in der Form
p(z) = ¢(z — z1)(z — 22)...(2 — z,) mit ¢ = Leitkoeff. von p geschrieben werden!
Wir nennen die Anzahl {z; = 29} die Vielfachheit der Nst. 2.

z.B. hat 2" in 0 eine n-fache Nst.
(z—1D(z+1)=2%2-1

p hat in zy eine Nst. der Ordnung k < p(z0) = p'(20) = ... = p* "V (20) = 0, p®) () #0

Allgemeiner: ist f : U — C eine holomorphe Funktion mit zg € U und

f(2) = ap(z — 20)* + apg1(z — 20)F L + ..

dann heifit zg k-fache Nullstelle von f in zg
20 ist genau dann k-fache Nst., wenn f(z0) = f'(20) = ... = f* D (2) = 0, und f*)(z) # 0.

In dieser Situation hat f eine Darstellung

f(20) = ap(z — 2)* (1 + %(z —20) + ie+2 (z—20) + >
Q. ag

d.h. es gilt

f(z0) = ap(z — zo)kh(z) mit A holomorph und h(zy) =1
=ap((z — z)g(z))k mit g holomorph und g(z9) =1

Diese Darstellung zeigt: in der Nihe von zg ist f(z) in etwa vom Typ ax(z — 20)*

Satz von der Gebietstreue
Sei U C C offen, f: U — C holomorph und nicht konstant.
Dann ist f(U) offen.

Warnung: in R ist das falsch, selbst wenn f durch Potenzreihe gegeben ist: sin : R — [—1, 1]

oo
Beweis: f(z) = > %zk konv. auf C.
k=0
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Zeige: fM(0) =0 (k>1)= f(z) = f(0)

o0 =5 [ L a:

21
|z|=R

|
7®0)] < 2’%%3 R amae |(2)] = 0 (wie R

Maximum-Prinzip: Sei U C C offen, f : U — C holomorph.
(i) Hat Re f auf U ein lokales Extremum, dann ist f konstant.
(ii) Hat Im f auf U ein lokales Extremum, dann ist f konstant.

(iii) Hat |f] auf U ein Maximum, dann ist f konstant.

Beweis (iii): hat |f(z)| Max. in zp € U, dann liegt f(U) in {w : |w| <|f(20)|}-
Ist aber f nicht konstant, dann enthélt f(U) eine offene Umgebung von f(z9) — Widerspruch
= f konstant.

Beweis (i): Re f harmonisch, also konstant. Bis auf Konstanten gibt es genau eine har-
monische, die Re f zu einer holomorphen Funktion ergénzt. Das sind genau die konstanten

Funktionen.

Beispiel: e* = e*e’¥ = e® cosy + 1e” siny

max e’cosy =e max |e*|= max e* =e
—1<z<1 —1<z<1 —1<z<1
0<y<2r 0<y<2n

Beispiele zur Nullstellenordnung;:

1 . , 3 5
sinz:Z(e”—e*”):z—%—i—%— + -
2 4
z z
=gty

sin z hat in 0 eine einfache Nst.
sin z hat in 27 eine einfache Nst.

sin z hat in 7 eine einfache Nst.

sin’ 2 = cos z # 0 bei 0, 7, 27 etc. = alle reellen Nst. sind einfach!

Ubung: sin z hat keine weiteren Nst.
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8.4 Laurent-Reihen

f: C\ {0} — C holomorph
exp(1) = X 5 (3)

1 =
2

z
smew(b) =+ 14 B4 )4
oo

Ziel: Ist f: {z: 0 < |z| < R} — C holomorph, dann hat f eine Darstellung f(z) = >_ azz*

—0o0

Holomorphe Funktionen in Kreisringen
U={r<|z| <R}
Betrachte f: U — C holomorph.

v [ Le-sw

21 Z—w
griiner Weg
1 flz) 1 f(z)
=i / c—w  omi / —w ™
|z|[=R—0d |z|=r+8
fi(w) fa2(w)

sobald r+d < |w| < R—§

f1 ist holomorph in |w| < R — 4, fiir jedes 4, also holomorph auf |w| < R
f2 ist holomorph in |w| > r + 4, fiir jedes §, also holomorph auf |w| > r.

Diese Zerlegung f = fi + f2 heifit Laurent-Zerlegung.

o ¢ (k)
fi(z) =) A k!<0) P

k=0

Bei fy beachte: lim fo(w) = 0, denn fiir |z| = r + 9 ist |w — 2| > |w| — (r + 4), also

lw|—o0
max _|f(z)]
|z|=r+6 .

Aber: w — L bildet |w| > r auf |w| < L ab.
f2(2) lebt auf |w| < %, bei 0 Wert 0.

fo (i}) = ;bkwk auf |w| < %
[ee) 1 k

fa(z) = Zbk (z)
k=1
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[e'e] 1 k [ele} [e'e}
— f(z) = Zbk <Z> + chzk = Z akzk
k=1 k=0 k=—o00
cr (k>0)
ap =
by (k‘ < O)

Diese Reihenentwiclungen heiflen Laurent-Reihen.

Beispiel: exp(1) mit r =0, R = oo

(1)

(L
f(y_i{%)mﬁr:O,R—l
<e
e’} 1 1 k oo [e%} 1 co 7 1\
ST IEED DR TR DD D=t
k=0 1=0 k,1=0 n=—o0o |—k=n

Definition: zy heifit Singularitéit von f, wenn f in 0 < |z — zp| < 7 mit 7 > 0 holomorph ist.
exp(1)
1-z

hat Singularitéten in z =0, z = 1. (Vornehm: ”isolierte Singularitéten”)

Zu jeder solchen Singularitét hat f eine Laurententwicklung:
ist zg isolierteSingularitéit, dann setze w = z — zp.
Dann wird w = 0 zur Singularitét, bestimme Laurent in w.

d.h.

e}

f(z)= > alz—2)"
k=—o0
Sind zg, 21, 22, ... die Singularitdten von f, dann herrscht Konvergenz in 0 < |z — 29| < R mit
R =min |z — |
1

Beispiel: —=— hat Singularititen in kv, k € Z

sin z

Klassifikation von Singularititen

Ist zg isolierte Singularitét der holomorphen Funktion f mit Laurent-Entwicklung
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(o]
f(z)= > ar(z — 20)¥, und sind oo viele der ay,az,as, ... von 0 verschieden, dann heifit zq
k=—o00
wesentliche Singularitét.

Gibt es a_i # 0 (k € IN), also f(2) = a_n(z — 20) N +a1_n(z — 20) N + ... mit a_n # 0,
dann heifit 29 Pol N-ter Ordnung.
Ist a_; = 0 fiir alle £ € IN, dann heifit zy hebbare Singularitét.

Beispiele:

(1) S22 hat in zp = 0 isolierte Singularitéit
3 5
e—F+EHE-)=1- 3' +5' -

z

Diese Sing. ist hebbar.

(2) 5= hat in z = 0 ebenfalls hebbare Singularitét, ist dort holomorph.

Z brz* hat nach der Regel Konv-Radius 7.
=0

Pole: Z—N ist Pol N-ter Ordnung.
Allgemeiner: (z — 20) " (a—n + a1-n(2 — 20) + a2_n(2 — 20)* + ...)

sin z

”Polerkennung”: zg sei ein Pol von f. Dann gilt

1
ZILHZlO |f(2)] = z—z0 | f(z )|

Bei wesentlichen Singularitdten passiert was ”vollig” anderes:

Satz von Casorati-Weierstraf3: ist zg wesentl. Sing. von f und ¢ € C beliebig, dann exisi-

tert z, — zo mit f(z,) — ¢

Ubung: rechne das fiir exp(2) bei 29 = 0 von Hand nach.

Integrale um isolierte Singularititen
0 sei isoliere Sing. fiir f: {0 < |2| < R} — C holomorph. Fiir 0 < r < R betrache

d
27i / 1z 27?1/ Z =4z
|z|=r |z|=r k=—00

oo
1
-y = d
Y g [ o
=T |z|=r
a—1 dz
=— — a—q
T z
|z|=r
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2 ist holom. auf C (k > 0)
zF hat Stammfunktion auf C\ {0} fiir k = -2, -3, —4, ...

Ist allgemeiner zj isolierte Singularitdt von f und

[e.e]

f(z) = Z ak(z—zo)k

k=—o00

die Laurententw., dann heifjt

1
a-1=5= / f(z)dz = B:%%f
|z—z0|=r

das Residuum von f in zj.

RESIDUENSATZ. Sei U C C offen, f: U — C sei holomorph bis auf isolierte Singularititen.

Sei v : I — U ein geschlossener Weg, dessen Inneres zu U gehort.

Auf dem Rand liege keine Sing. Dann gilt

/ f(z)dz = 2m’Z§esf
g P

Beispiel:
1
f(z) = 132 hat Singularitéten in z = 4
1 Laurentreihe von z=¢ 1 1 1 1 . .
= = = — +bi(z— ba(z —
z+i)(z—1) z—i(z—l—i) z—z’(2i+ 1z =)+ balz =) + )
11
—Resio =5
dz 1
99— =
/m 1+22 o T
R R
/dt+/dz_/dt+01
142 1+22 ) 1+¢2 R
-R Halbkreis —R

Wiederholung: was ist das Residuum?

f:4{0<|z— 2| <r} — C holomorph.
Resf =2 [ f(z)dz=a
z2=2z0

|z—z0|:%r
0

fz)= 2 ar(z—20)"

k=—o00
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Sei f holomorph auf U bis auf endl. viele isolierte Singularitéiten. Sei v geschlossener Weg,

dessen Inneres links liegt, und ganz zu U gehoért. Dann gilt
/ f(z)dz = 2mi Z Zfie;%f
v zo im Inneren von -~y

denn: wird Int-Weg wie in der Skizze erginzt, wird das Integral 0 nach Cauchy. Das Integral
iiber die roten Kreise, gegen die Uhr orientiert, ist 27i Resf.
2

Methoden zur Berechnung des Residuums

(i) Bestimme die Laurent-Entwicklung und lies a_; ab.

Beispiel: z2—1+1 hat Singularitéiten in 43

1 1
f(z)zz+1 = (zfil)(er’i)
f(2)(z — i) = -4, holom. in i, also ist i ein Pol erster Ordnung
(allgemeiner: hat der Nenner eine Nst. n-ter Ordnung, dann handelt es sich stets um

einen Pol n-ter Ordnung!)

1 1

f(z):z—i'z—l—z'
1 1
oz —i \ (2 —14)(20)
11 1
o 2—02 1+ 21
11 i z—i\"
2z —1 2i
k=0
1 1 1 1
= — -4+ — | —— | + Terme, die z — 0 enthalten.
20z —1 21 21
1 1
= |Res——— = —
P21 20

(ii) (fur Polstellen - nicht fiir wesentliche Singularitéten!)
Gebrauch von Cauchy’s Integralformel
f(2) habe in zy einen Pol n-ter Ordnung.
Schreibe f(z) = ~2_. Dann ist g holomorph in 2o, g(zo) # 0.

— (z—2z0)"

_ 1 _ 1 9(2)
Res/ = om / JR) == 55 / (z = 20)" *
|z—zpo=¢€ |z—z0|=¢€

(n—1)
:gm_(lz)?)mitn:m—l—l; m=mn-—1
|
) () = 9
9" (z0) 270 / (z — zo)"t! dz

|z—z0|=¢
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IR 1
Beispiel: f(z) = 75

f(2) = Z59(2) mit
9(2) = 75 = Resri; = g(i) = 5

1

. 1
Genauso: Resy7z = —3;

—1

Sédtzchen (Rechenkontrolle). Ist R(z) = ggg mit Polynomen P(z), Q(z), wobei deg@ >
deg P 4 2, dann ist

1
Z ResR=0 (Vorsicht: falsch fur R(z) = —)
zeC o
Beweis: ) Polynom, hat also nur endl. viele Nst. z1, ..., 2.

Nur dort gibt’s Singularitéten! Wéhle o > |z;]

1
2T
|z|=0

R(z)dz = Z; lj%:elsR
=

Aber lim [ R(z)dz =0, denn |R(z)| < Cp~2, und Lage des Kreises 27p.

— 00
¢ |z|=0

8.5 Integralauswertungen mit Residuensatz

(Fischer, Lieb, Funktionentheorie I; Anwendungen des Residuensatzes in der reellen Analysis)

Beispiel: Berechne

o0

/ dx
zt +16

—00

Dazu integriere f(z) = ﬁ iiber yg:
d 1 1 rd
z x
— —9ri( Res———— + Res——— _ar
AR 16+.4 ™ <zezsl 16+ 24 25816+ z4> Jr / 16 + 22
—0o0

Berechne noch das Residuum in z; = 2e 4

f(z) = ﬁ hat in z; einen Pol 1. Ordnung.

1 z— 2z 1

f(z) = = 9(2)

z—z1 24416 z—2
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) z— 21 . FT A

R = t = ale=z =1

Z:ezslf g(zl) mi 9(21) 24 116 |Z*21 ZLH; (z4 + 16)(2’14 + 16)
1 1

4l (2P +16) 4

Res =

z=z2  4z9

3

Allgemeines Prinzip: Sei R(z) = P(z)/Q(z) eine rationale Funktion: deg Q > (deg P) + 2.
Auf R sei Q(z) # 0.

Dann gilt
/R(a:) dx = 2mi Z Res R(z)
—00 Im z>0

Tipp: hat R viele Pole in Im z > 0, aber wenige in Im z < 0, dann benutze ) Res = 0.

alle

Trigonometrische Integrale:

27
1
/_2dx—?
4 + sin® x
0

Allgemeiner sei R(x,y) eine rationale Funktion in zwei Variablen,

2m
z.B. R(z,y) = % Gesucht ist [ R(cost,sint)dt
0

F(z)= R(%(z + %), 2%(2 — %)) Dies ist rationale Funktion in z.

27 27
dz . ity 7 Lot o o—iey Lo it
/ F(z)zz:—eitz/F(e )dt-z/R(Q(e +e "), 21_(6 e ")) dt
|z|=1 0 0
27
= i/R(cost,sint) dt

0

SATZ. Hat die Fuktion F(2) = R(3(z + 1), (2 — 1)) auf |2| = 1 keine Singularitiiten, dann

gilt

2

F
/R(Cos t,sint) dt = 2w Z Res (2)
0 lz[<1
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2m
Beispiel: [ mdt; R(z,y) = ﬁ
0

1 1
F(Z)_4+(2Li(z_l))2 =

z

bestimme jetzt Pole, dann ergibt:

2

/ 1 g "
4 4sin?t V5
0
oo .
(1) Berechne [ SBE g
—0o0

(Fourier-Transfo: f)

— /f(t)e—thzdl,

1 -1<t<1
ft) =
0 sonst
; 2mit 2mi 2mi
—&TlT —4Tx —4TIT
—2mite g, _ =1 _ ¢ —¢
€ €T = —lt=—1 = -
—2mix —2mix
-1
blH.Z‘ —
Erinnerung: hr% =1
HM1:
N
sin ac cos t
——dt e
part Integratlon
1
o0 .
sinz : .
= / dx ex. als uneigentliches Integral
x
—0o0
sinz = & (e — e7%) z:x—i-iy le??| = e
21 )

sin z| > Lel™= figr [y > 1

o .
Versuche, [ % dzr zu berechnen. Gibt’s gar nicht!
—00
eiz
/ —dz=0
Ve, R z
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1. Schritt: Ist 7y der Halbkreis auf |z| = R, dann gilt

¥

/ e—dz—>0(RHoo)
n *

Firz=z+iymit 0 <y < VR ist die Linge des Abschnitts auf dem Halbkreis: < 3v/R
1| = % = ¢ < %. Also ist das Integral iiber die Teile von |z| = R mit y < V'R
héchstens 3VR - % = -= — 0 (R — o0)

. . . iz — —VR
AufdemTellmlty>\/Elst\%\g%geR ,

die Lénge des Weges ist < 7R,
das Integral ist also < (WR)# = e VEr 0

Integral iiber den kleinen Halbkreis: |z| = ee® (0 < ¢ < 7)
¢ =14 h(z) mit h(z) holomorph auf C

z

lim In(z)dz = 0, denn ]/| < WETnIaX’h(Z” —0(—0)
e— 00 z|=€
|z|=¢e
Im 2z>0
J T A
z iee*®? . . er® .
- - = — dp = mi = lim —dz =t
z cer? e—0 z
|z|=¢e 0 |z|=¢e
Im 2z>0 Im z>0
Waéhle Imaginérteil:
Oo .
sinz
/ de =
T
—0o0

Tipp: lies Fischer-Lieb, Anwendungen des Residuensatzes!

(2) Wie findet man Nullstellen von komplexen Funktionen?

> % = pn(2)

Problem: kein Zwischenwertsatz!
”Nullstellenzéhlendes Integral”

f+ U — C holomorph auf der offenen Menge U.

Es sei f(z9) = 0, Nullstelle N-ter Ordnung.

= f(2) = (z — 20)" g(2); g ist holomirph, g(zp) # 0.
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Betrachte j;((;))
f'(z)

f(z)
Da fTI an allen Stellen mit f(z) # 0 ohnehin holomorph, gilt:

hat in zg einen Pol 1. Ordnung, Res. ist NV

SATZ (Nullstellenzéhler). Sei 7 ein geschlossener Weg, dessen Inneres ganz in U liegt, auf

dem Weg sei keine Nst. der holomorphen Funktion f: U — C. Dann gilt

1 /
— () dz = Anzahl {zp im Inneren von v mit f(z9) = 0, mit Vielfachheit gezihlt}
2mi J, f(2)
f=(E-2)g, f(2)=N(z—-2)""g(x) + (2 - 20)V ¢'(2)
@) _ Ne—)¥ @)+ g'x) _ N 9(2)
f(z) (z—20)N g(2) 2—20 g(z)
—
holomorph
f/

Hat f in 2o einen Pol |N|-ter Ordnung, dann hat “r wieder in zg einen Pol 1. Ordnung,

Resl = —(Polarordnung)
2 I

SATZ. Wie im vorigem Satz sei v geschlossen. Im Inneren von ~ sei f holomorph bis auf

endlich viele Polstellen. Dann gilt

1 /
5 L;dz = Anzahl {Nullst. im Inneren (mit Vielfachheit)}
i
.

— Anzahl {Polstellen im Inneren mit Vielfachheit}

(macht numerisches Auffinden von Null- und Polstellen mdeglich)

Beispiel: nochmal Fundamentalsatz der Algebra
p Polynom, Grad(p) =n > 1.
p(2) = a2+ an_12" 1+ ... +ap (aj € C)

P(2)  napz" '+ .t+ar nz~t4 .4+ g

anz™

p(2) Anz"+ ... +ag  l4apn_1z27 1+ ...

n 1
= — Terme in —, —
. + rme 1n 33
1 / d
Anzahl (Nst. von p) = 5 Ly - QL Zon
T P y z
R grof
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(3) Partialbruchentwicklung

All_l Azl (n—1)

Ag
p, ¢ Polynome; p(z) Lo+ e e (e

’ q(x) (z—z)™ T (z—m1)™

+ dasselbe in 2 etc... + Poly-

nom

q(x) =clx —z)™ .. (z — x,)"

CcosS T2
sinmz

g(z) =mcotmz =7 hat Pole 1. Ordnung an allen ganzen Zahlen;
Regg: 1 wegen S2Z — 1 (z — 0)

z=

zg(z) = 28 + z(holomorph)

li =
fp2o() = Rego

SATZ.

 — 1 1
7rcot7rz:+2( + )
z — Z—n zZ+n

Diese Formel heifit Partialbruchentwicklung des Cotangens.
Stets kann eine Funktion mit abzdhlbar vielen Polen auf C in eine Reihe ”iiber die Pol-
stellen” entwickelt werden, die jeweils den "negativen Anteil” der Laurentreihe enthélt.

Konvergenzfragen heikel.

Idee: Wihle z € C\ Z fest. Betrachte

flw) = % _rcotrw Pole: w=n € Z. Fiir n #0
w(z —w)

hat der Pol 1. Ordnung, Res. dort —— - 2, bei n = 0 Pol 2. Ordnung, Res dort % Pol 1.

z—n n’

Ordnung in w = z, Res dort 7 cot 7z.

2mi

L fQNf(w)dw:%—i- g:( L+ LY rncotmz

Euler’sche Formeln: |Im z| > 1 = |7 cot 72| < 10.
fQN — 0 (N — o0), weil f wie ﬁ fallt.
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9.1 Lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung

Riickblick: bisher waren alle Dgl lineare und hatten konstante Koeff., z.B. Systeme 1. Ord-

nung.
() = AF(t) (7 I —R", A€ R
(— Matrizenexponentialfunktion)

n—1
Y0 =Y a1 e eR
j=0

Lineare Dgl-(Systeme) sind gegeben durch
7' (t) = A(t)§(t) mit zeitabhg. Matrix A(t) € R™*"

oder
n—1 '
y™M (1) =Y a;(t)y (t) mit Fkt. a;(t)
j=0

Oft sind a;(t), A(t) "sehr glatt’, analytisch (d.h. Re von holom. Fkt).

(zu) simples Beispiel: p(z) sei eine ganze Funktion. Gesucht ist eine holomorphe Funktion

w(z) mit

Wenn es eine Losung w(z) gibt, dann schreibe

oo o
w(z) = Z wpz". Andererseits ist p(z) = anz” mit Konv.-Radius oo.

n=0 n=0
w'(z) = p(z)w(z)
© 1 O k_oo ! O ket
> nwpz"" = S oppzt D wyz = > prwtt
n—=1 k=0 i=0 k,1=0

i(n%—l)wnﬂz" . ( > pkwl> "

n=0 n=0 \ k+i=n
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LEMMA 1. Ist p(z) eine ganze Funktion und w(z) holomorph in einer Umgebung von 0 mit

w'(2) = p(2)w(z), dann gilt

(n+ Dwni1 = > pruwn_y, fiir allen € Ny ()
k=0

Also: ist w(0) = wy vorgegeben, dann sind durch (x) alle wy eindeutig bestimmt, denn
w1 = powo; 2wz = pow1 + prwo ete.

Man stellt fest, dass sogar gilt:
SATZ 1. Sei U C C offen, 0 € U und {|z] < R} C U. Sei p holomorph auf U.

o0

Sei p(z) = > ppz"™. Diese hat Konv.-Radius mindestens R. Dann gibt es zu jedem wy € C
n=0

genau eine auf U holomorphe Funktion w(z) mit w(0) = wy und w’ = pw.

Die Koeff. von w bei Entwicklung um 0 sind dabei durch (x) gegeben.

denn: entwickle p(z) um 0; Konv.-Radius ist mind. R. = Koeff. von w liegen fest.

Probleme: zeige, dass die Reihe Y w,2" auf |z| < R konvergiert. (ok, aber miithsam)
Nach Satz 1 bilden die Lésungen von w’ = pw einen 1-dim. VR iiber C.

Beispiel 1: gesucht ist w(z) mit w'(z) = w(z) und w(0) = 1.

Nach Satz 1: es gibt genau eine Losung w(z), automatisch eine ganze Funktion w(z) =
o0

> wpz"

n=0

(n+ 1)wp41 © w, (denn1=1-2"40z402%+..)

wo=1, wi =wg=1, wyg = %wl, Wy = % (Induktion!)

Die gesuchte Losung ist also von der Form

o0
Allgemeiner: ist wy beliebig, dann wird w(z) =wy Y 22"
n=0

Dasselbe fiir Dgls zweiter Ordnung:
U C C offen, zshg; p,q: U — C seien holomorph. zy € U. Die Kreisscheibe |z — 29| < R liege
ganz in U.

Gesucht sind alle holomorphen Losungen w: {z: |z — 20| < R} — C mit

w"(2) = p(2)w'(2) + q(z)w(z) = 0
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Ansatz: 0.B.d.A. zp = 0. Auf |z| < R konvergieren

an ; q ZQn

Wenn es eine Lsg. w gibt, die holomorph ist, dann
o
=Y
n=0

w'(2) = Y nwpz" L w(2) = Y n(n— Dwpz" 2 =Y (n+2)(n+ Dwyi22™
= n=0

oo oo o0 o o
= Z(n +2)(n + wp 22" + Zpkzk Z w2t =1 + Z Q" Z w2
— = =1 = =0
oo
Z n+2)(n+ 1wp422" + Z ( Z pklwl> 2"+ Z ( Z qkwl> 2"

ktl=n+1 ktl=n
—(n+2)(n + Lwnyo

= Y mlwit Y qewr (%)

k+l=n+1 k+l=n

fiir alle n € INg. Rekursive sind alle w,, durch wg,w; festgelegt.

Die Reihe fiir w konvergiert wieder mindestens auf |z| < R.

SATZ 2. Seien p,q holomorph auf |z| < R, wp,w; € C. Dann gibt es genau eine Lésung
w: {|]z| < R} — C der Dgl. w” + pw’ 4+ qw = 0 mit w(0) = wp, w'(0) = wy. Die Taylorreihe

von w um 0 ist durch (**) bestimmt.

Insbesondere hat w” + pw’ + qw = 0 einen 2-dim. Lésungsraum iiber C. Eine Basis davon
heifit Fundamentalsystem.

Seien w, w zwei Losungen der Dgl. Dann betrachte
det w(z) 1~u(z) =W(z)
w'(z) @'(z)
heilt ” Wronski-Determinante”. Diese erkennt Fundamentalsysteme!
Allgemeiner hat eine Dgl w™ + p; (2)w™ Y + ... +p,(2)w(z) = 0 mit in |z| < R holomorphen

Koeff. p;(z) stets einen n-dim. Lésungsraum holomorpher Fkt.; diese kénnen ebenfalls iiber

den Potenzreihenansatz aufgefunden werden!
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Weiterfithrung:
Gegeben: partielle Dgl fiir u : R3 x [0,00) — C :
0%u ou
Au=u- 2 +ba + cu(z,y, z,t)

(Wellengleichung: b = ¢ = 0, Wirmeleitung: a = ¢ = 0)

Angenommen, wir suchen Losungen, die zylindersymmetrisch sind. Dann benutze ” Zylinder-
koordinaten”
r=rcosy, y=rsinp, z=z2

”Neue Fkt”

u(r, @, z) = u(z,y, 2)
mit
e dre Or’ r20g? 022
Separationsansatz: v = F(r)G(p)H(2)K(t)

1 d / i 1 1! ]‘ 1! !
il ___ H —c= K bK

P )+ g )+ ) — e = g (K 4 bE)

linke Seite enthélt ¢ nicht! Also rechte Seite konstant:

Au

K"(t) + bK'(t) = dK(t); d geeignet

Lineare Dgl 2. Ordnung, konstante Koeffizienten = HM 1%

Genauso: H”(z) = aH(z), ebenfalls einfach zu losen.

. G”
Jetzt bleibt TFI(T)%(TF/(T)) = _TQG((S:;)) +C

Multipliziere mit 72 = G"()/G(p) konstant = Dgl 2. Ordnung
Zuriick bleibt fiir geeignetes 5 € C, v € C

r2F"(t) + rF'(r) + BF(r) = yr2F(r)

Elementar 16sbare Fille: v = 0. Setze = —v? # 0
Losungen sind 7+, oder, falls y = 8=0: =1, logr

Falls v # 0, setze

w(z) = ...
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9.2 Bessel-Differentialgleichung

Bessel-Dgl: 22w (2) + zw/(2) + (22 — v*)w(z) = 0

22—V2

2

s w'(2) + %w’(z) + w(z) =0

z

Ist U offen, 0 # U, U sternférmig, dann 16st Potenzreihenansatz diese Dgl, es gibt 2-dim.

Losungsraum

Seien p,q in 0 < |z — 29| < R holomorp. In zy habe p einen Pol hichstens 1. Ordnung und ¢
einen Pol hochstens 2. Ordnung.

Dann heifit 2y schwache Singularitit der Dgl w” + pw’ + quw = 0
Beispiel: Bessel-Dgl hat in zp = 0 eine schwache Singularitét.

Es geniigt: Losung in der Umgebung einer schwachen Singularitét zu verstehen! Von jetzt an:

zo = 0 schwache Singularitét.

Allgemeine komplexe Potenz: o € C Was soll 22 heiflen?
20 = 21982 — exp(plog z) mit log z = log |z| + i arg z

Dabei sei fiir ein o € R das Argument fxiert iiber o < argz < o + 2.
(Warnung: der Halbstrahl {re‘® : r > 0} fehlt in der Def-Menge!)

z¢ = exp(o(log |z| +iarg z)) =

griin: arg z = (3, blau: argz = 3+ 27
Unterschied zwischen blau (2¢) und griin (z2) ist Faktor exp(2mip)

z¢ ist blau = griin auf dem roten Halbstrahl < o € Z

Lose die Dgl w” + pw’ + qw = 0 durch Ansatz
w(z) = 2%(z) mit v(z) holomorph bei 0

”Verallgemeinerter Potenzreihenansatz” p hat in 0 Pol < 1. Ordnung;

1 & 1 &
= =3 e ==Y g
p(2) > jzopjz ;oq(z) 52 par qiz
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Il
™3

Losungsansatz: w(z) = z%(2); v(z) ;2

220" (2) + 22 p(2)w' (2) + 22q(2)w(z) = 0

o0 o0 o0
=22w"(2) + 2° ijzj (vajzj +jvjzj) + 2° quzj Zvlzl =0
=0 =0 1=0

2w’ (2) = 2(2%) = 2(022 v + 220) = p2% + 22T/

mit v/(2) = > nz""lo,

(n+o0)(n+o0—1)v, + Z (k + p)pivr + Z a1
ktl=n k+l=n

vole(e — 1) + opo + qo] = 0 (Rekursion fiir n = 0)

vo = 0 ist keine gute Idee, denn w(z) = 2%v(z), vo = 0 hétte v in 29 Nst. = pr— o+ 1

Vo 7& 0
Wihle also p so, dass ’ o(o—1)+ opo+ qo = 0‘

Diese Gleichung heifit determinierende Gleichung der schwachen Singularittt, die beiden kom-

plexen Losungen heiflen Charakteristiken.

Sei ®(p) = 0(0 — 1) + opo + qo- Die Rekursionsformel fiir v,, hat die Form ®(n + g)v, =
Lin.-Kombi. der vy, ..., vp—1.
Ist also ¢ Charakteristik und ®(n + p) # 0 fiir n > 1, dann sind die v,, bestimmt, es ergibt

sich eine Losung
w(z) = z%(z)

Seien jetzt o1, 02 die beiden Charakteristiken.
Ist 01 — 02 ¢ Z, dann gibt es nach dem Rezept zwei Lsg. w; = 2% v;(2)

SATZ 1. Ist p1—p02 ¢ Z, dann gibt es ein Fundamentalsystem w; = 2%v; mit in 0 holomorphen
Fkt. v1, v

Riickblick: Potenzreihenansatz

k—1

w®(2) =3 pi(2)wV(2)

Jj=0

homogene lineare Dgl k-ter Ordnung.

Dabei seien p;(z) holomorph in 0 < |z — 29| < R
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Schreibe p;(z) als Laurent-Reihe;

Ansatz:
o0
w(z) = 2° Z anz"
n=0

Vorteile:
a priori-Fehlerschétzung (aus der Potenzreihe!)

gute Numerik!

Nachteil:
nur fiir lineare Gleichungen!

nur fiir p;(z) holomorph.

Bessel-Dgl (Spezialfall)

2w + 2w + (22 —vHw =0

W+ Y4+ (1 (%)Nw=0

(hier ist v € C gegeben)

(Bsp. Anwendung: schwingende kreisformige Membran, radiale Komponente)

z = 0 ist schwach singulér; Charakteristiken = +v.

Also muss ein Ansatz
(o0}
z”Zanz” = f(2)
n=0

auf eine Losung fithren;
ag = 1. Koeff-Vergleich:

_ (=D"
C2ml(v 4+ 1)(v+2)...(v+n)

a2n

(leeres Produkt = 1); agp+1 = 0.

So wird f = f, zu einer Lsg. von der Bessel-Dgl.
Dann 16st auch f — v(z) die Bessel-Dgl.

SATZ. Ist v ¢ 7, dann sind f,, f—, ein Fundamentalsystem (Basis des Losungsraums).

(fv, f—v sind bis einen Faktor die "Bessel-Fkt. 1. Art; Literatur J,, J_,)
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9.3 Gewdhnliche DGL und dynamische Systeme.
Was ist eine Dgl?
(+) F(a,y(@), ¢ (2), s y® (@) = 0 (kirzer: F(z,y,y/, ..., y™*)) = 0)

heifit gewohnliche Dgl k-ter Ordnung; eine Ldsung ist eine k-mal diffb. Fkt. y : I — R mit
(z,y(x),....,y®(z)) € UVx € I, und es gilt () auf I.
In der Praxis ist ' (mindestens) stetig, i.a. sogar diffbar. Mit Satz {iber implizite Fkt. 16se

auf:

v (@) = Gz, y(x), ... y" V(@)

heifit explizite Dgl k-ter Ordnung.

Was ist ein dynamisches System?
Sei U C R™; v: U — R"™ VF, stetig.
Eine Integralkurve zu v ist ein diffbarer Weg ¢ : T — U mit ¢'(t) = v(¢(t))

Allgemeiner: ist das VF abhéngig von der Zeit, heifit dies dynamisches System. Genauer: sei
U C R™ offen, I C R offenes Intervall und F': I xU — R" stetig. Dann ist v,(¥) = F (¢, %) fiir
jedes t € I ein VF. Ein gewohnliches Dgl-System 1. Ordnung ist dann (Steno: ' = F(t, ¥));
genauer: ¢ : I — R"™, diffbar mit ¢/(t) = F(t, ¢(t))

Vorsicht: i.a. ist die Losung keineswegs eindeutig zu gegebenem Anfangswert ¢(tg) = Zo.

Jede gewoOhnliche Dgl k-ter Ordnung kann als dynamisches System interpretiert werden.

denn: y'(t) = G(t,y(t),y'(t))  x1(t) =y(t), z2(t) =y (1)

() = wa(t)

zy(t) = G(t, 21(t), (1))

allgemeiner” Dgls k-ter Ordnung werden zu dynamischem System auf RF

Hilfe fiir Eindeutigkeit:
Eine Abbildung F : I x U — RF wie in der Def. dyn. Systeme heifit Lipschitz-stetig zur

Konstanten L, wenn gilt
[F(t, 21) = F(t,22)|| < L||Z1 — 22|

fir allet € I, ¥1,7 € U

http://jensnitschke.name — jens.nitschke@stud.uni-stuttgart.de



9.3 GEWOHNLICHE DGL UND DYNAMISCHE SYSTEME. 75

Dabei ist stets ||(21, ..., 2n)| = 1I£Jagxn|zj|

SATZ 1 (Existenz und Eindeutigkeit). Sei F' Lipschitz-stetig, ty € I, Zy. Dann gibt es J C [
offen, ty € J und eine Losung ¢ : J — R™ mit p(tg) = Zo. Diese Losung ist durch ¢g, Z
eindeutig festgelegt.

Konstruktiver Zugang zur Losung des dynmischen Systems:
Picard-Lindel6f-Verfahren

Fiir Wege ¢ :, I — R war ¢/(t) = (p1(¢), ..., ¢, (1))

Analog schreibe:

t

/tcp(T) dr = (/ o (7) dT,...,/thn(T) dr)
to

to to
p(t) = [¢'(t) = [F(t,o(1).
Beginne mit g(7) = &y. Definiere rekursriv

or(t) Zfo-i-/F(T»SOk—l(T))dT

to

Fiir |t —to| klein ist das eine kontrahierende Abbildung; Banach: ¢ (t) konv. gleichm.; Grenz-

funktion ist die Losung.

Beispiel: gesucht ist Fkt y(¢) mit y'(t) = y(¢),y(0) = a

(wissen natiirl. schon y(t) = aet)

po(t) =a
t
oi(t)=a+ [adr =a+at
0
t
p2(t) =a+ [(a+ar)dr =a(l+t+ 3t?)
0

k
er(t) =a gt
=0

Ubung: lose: 3 = (sint)y

Wiederholung:
I C R Intervall (Vorrat fiir die Zeit; oft I = R)
U C R" offen; F': I x U — R™ Abb. (Anschauung: fiir jedes t € I ist 0y : & — F(t,Z) ein
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VF auf U)

dynamisches System: ' = F(t, Z).

(lokale) Losung: ist ¢ : J C I — R", diffb., ¢/(t) = F(t, ¢(t))

Wir suchen zu physikalischer Modellierung moglichst eindeutige Losung jedes Anfangswert-
problems (AWP): @y € U, to € I: gesucht ist lokale Losung ¢ mit (tg) = Zo; diese sollte
sogar auf ganz [ existieren.

Ist das nicht so, dann ist meist das Modell ungeeignet.

Ein F wie in der Def. des dyn. Systems heifit Lipschitz-stetig (zur Konstanten L), wenn
\F(t,7)) — F(t,Z2)|| < L|iT1 — &ol] ¥ &0 Za UV tel

SATZ 1. Ist F' Lipschitz-stetig, dann gibt es genau eine lokale Losung jedes AWP.

Def.: ein dynamisches System heifit lokal Lipschitz-stetig, wenn es zu jedem to € I und zu
jeden 7y € U Umgebungen |t — to| < 0, ||Z — Zo|| < n mit § > 0, n > 0 gibt, so dass F(¢, )
fiir diese t und & Lipschitz-stetig ist.

Satz 1 bleibt richtig bei lokaler Lipschitz-Stetigkeit.

SATZ 2. Ist F': I x U — R" stetig diffbar, dann ist F' lokal Lipschitz-stetig.
(denn: mehrdim. Taylor!)

Beispiel: ¢ = (sint)y. Gesucht: Losungen y'(t)
Bemerkung: die Losungskurven schneiden sich nicht, sobald das dyn. System lokal L-stetig

ist.

SATZ 3 (maximale Losungen). Sei F': I x U lokal Lipschitz-stetig. Dann kann jede Losung
von Z' = F(t,¥) zu einer maximalen fortgesetzt werden:
entweder ex. die Losung auf ganz I, oder es gibt ein maximales Teilintervall J C I; auf dem

die Losung def. ist; dann erreicht die Losung den Rand von U.

”Losungen laufen von Rand zu Rand”

Euler-Peano-Polygonzugverfahren

Betrachte eine gewisse Dgl 1. Ordnung: 3/ = f(z,y)

Sei f: U — R stetig. Betrachte dazu Richtungsfeld auf U:

Zu einem Startpunkt (xg,yo) und h > 0 konstruiere einen Polygonzug: auf [zg, o+ h| nimm

die Strecke durch (zg,yo) mit Steigung f(zo,y0). Sei 1 = xo + h; (z1,y1) sei der Endpunkt
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dieser Strecke. Wiederhole mit (z1,y;) als Startpunkt.
= Stetige Funktion p(h,x) : [zo,Z(h)] = R

SATZ 4. }llin%p(h, x) existiert und lost das AWP y(zg) = yo.

Achtung: in Satz 4 ist von Eindeutigkeit nicht die Rede (i.a. sogar falsch!)

9.4 Lineare Differentialgleichungen

Z'(t) = AT+ bmit a € K", b€ K" = C oder R

wurde in HM2 behandelt. Jetz seien b: I — K", A: I — K" ” zeitabhangig”.

—

T'(t) = A(t)Z(t) + b(t)

”lineares Dgl-System, lineares dyn. System.

Beispiel: 2/(t) = (sint)z(t), lineare Dgl, n = 1, b(t) = 0.

Ist g(t) = 0, dann heifit das System homogen, sonst inhomogen.

SATZ 1. Seien I C R Intervall; b: I — K" A: I — K™ (K = R der C) stetig. Sei ty € I,
o € R™. Dann hat das AWP: Z'(t) =
p: I — K"

A®E(t) + b(t) mit Z(ty) = &) genau eine Losungen

F(t,7) = A()Z + b(t)
[E(t, 21) = F(t, Z2)|| = [|A()(Z1 — Z2)[| < [[AD)[[1Z1 — 22|
= lokal Lipschitz-stetig. Wende Satz 3, Paragraf 3 an!

Wiederholung:

—

Lineare dynamische Systeme: I C R ”Zeitintervall”, A(t) € K™*", b(t) € K"; stetig in ¢.

-

Z'(t) = A()Z(t) + b(t)
SATZ 1. Losungen leben auf ganz I.

(z) heiBit homogen, wenn b(t) =0V ¢ € 1.

Sonst inhomogen!

L={p: I -K" o(t)=Alt)e(t)}
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Losungsmenge des homogenen Systems 7/ = AT

SATZ 2. L ist K-VR, dim L = n; fiir jedes tg € I ist die Abbildung
L — K" ¢ o(t)

linear und bijektiv

denn: p.p € L (p—2) =¢' =9/ =Ap— AYp = A(p — 7))

= ¢ — 1 € L Genauso: fiir jedes a € K ist awp € L

= L ist K-VR.

© — @(tg) ist linear (klar).

Zu Zy € K™ ist gesucht: ¢ € L mit ¢(ty) = Zo.

Da AWP fiir lin. Systeme mit stg. Koeff. genau eine Losung hat, ist ¢ — ¢(to) bijektiv.

Def.: ist ¢1, ..., ¢, eine Basis von L, dann fasse ¢;(t) als n-Spalten auf, bilde daraus Matrix

(P1(1), 92(t), cory o)) =: D(t) € K™

Wir nennen jede solide Basis oder auch ®(¢) Fundamentalsystem.
Die Matrix ® geniigt dann ®'(t) = A(t)®(t)

Ist p € L, dann ¢ = 101 + ... + cnon; (C1y.ycn) =C
¢ = ®¢ (durchliuft alle Lsg, wenn & € K™)

Physikalische Aufgabe: wann ist det ®(¢) konstant fiir alle Fundamentalsysteme? (Volumen-
konstante Zeitentwicklung, z.B. wenn Stromungen modelliert werden sollen, die konstanten
Druck haben).

0

= A = (aij)1<ij<n; @11 + a22 + ... + app = Spur A

SATZ 3 (Liouville, ~ 1850). Sei ® ein F-System fiir £’ = A(t)Z.
Dann gilt

% det ®(t) = (Spur A(t)) det ®(t)
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Folgerung: det ®(t) konstant < Spur A(t) =0Vt e [

(Volumentreue Zeitentwicklung kann an Spur A(¢) abgelesen werden!)

Bew. leicht, wenn man det ®(¢) zu diff. weif}!

Bilde: f(tl, ...,tn) = det(gpl(tl), QOQ(tQ), ey gon(tn))

of _ Op1 o d
671 = det <8t1 , pa(ta), ...gon(tn)> : dtf(t’ oy t)

_NOf

=25, (t, .. t)

d d
— d(t) = —

= det (@1(£), .o Pi-1(t), G5(£), i1 (£), s on (D))
=1

Jetzt rechne Satz 3 zur Ubung nach!
det ®(t) fiir F-System heifit oft ” Wronski-Determinante”

—

Losen inhomogener System: 7' = A7 habe F-System ®; A(t), b(t) € K" seien stetig in t.
Gesucht: ' = A7+ b

Uns geniigt jetzt eine Losung des inhomogenen Systems, denn zu Losungen 47, 72 von y_j’ =
Ay + b 16st 71 — ¥ das homohene System 7’ = AZ, und alle Lsg. von i’ = Ay + b sind durch

L + i gegeben.

SATZ 4 (Variation der Konstanten). Seien A(t), b(t) stetig, ® F-System von &’ = AZ. Dann

1ost
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9.5 Zum Verlauf der Integralkurven

Ziel: qualitativer Verlauf der Losung eines AWP, ohne die Losung zu berechnen.

”Erste Integrale”. Sei U C R™ offen, Gebiet, v : U — R"™ Vektorfeld. Gesucht sind Integral-
kurven ¢ : I — U, ¢/(t) = v(p(t))

Def.: eine stetig diffb. Funktion £ : U — R mit 0,F = 0 auf U (Richtungsableitung von E
in Richtung v) heit Erstes Integral von v.

—T

Beispiel: R?, Rotationsfeld: v(z,y) = ( 4 )

E(x,y) = 2 + 32 ist Erstes Integral von diesem v.

SATZ 1. Integralkurven von v verlaufen in Niveaulinien F = const eines Ersten Integrals.

Warum? z.z.: E(p(t)) = const, also %E(gp(t)) =0

¢'(t) = v(e(t)) = (VE(e(t), ¢ (1))

(VE(p(t)), v(e(t)))

= Richtungsvektor in Richtung v von E bei ¢(t)
=0

v: U CR" — R"” stetiges VF. Gesucht: Integralkurven ¢ : I — U mit ¢'(t) = v(p(t))

7' = ()

Ein ”Erstes Integral” ist eine diftb. Funktion F': U — R mit 0 = 0,F auf U = (VE,v)

SATZ 1. Jede Integralkurve von &’ = v(¥) verlduft in Niveaumengen E = const.

L.a. gibt es keine Methode, ein 1. Integral anzugeben. Aber: wird ein ”Erhaltungssatz” aus
der Modellierung erwartet, dann sollte die Erhaltungsgrofle ein Erstes Integral sein.

Bsp.: Energieerhaltung in der Physik.

Beispiel 1: Schwingungsgleichung: U C R
F: U — R, stetig diffbar (Potenzial)
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E ist 1. Int. fur (x)
Physik: E ist ) aus kinetischer und potentieller Energie;
Satz 1 entspricht Energieerhaltung.

Beispiel 2: "mathematisches Pendel”
fiir eine Funktion x einer Veradnderlichen

E(z,y =2') = 3y* — cosx

Beispiel 3: Volterra-Lotka-Systeme. Volterra (1860-1940), Lotka: Biologe
Was ist Wachstumsrate? %

I/

L =ce a2 =cx, Losung z(t) = ce®

Konstantes Wachstum:

Bei zwei "Bestédnden” z(t) und y(t) betrachte das System:

PO s vl
g = WO L = b ()

Ein Volterra-Lotka-System ist gegeben durch:

2'(t) = a(y(t)=(t); y'(t) = —b(z(t))y(t)

mit (mindestens) stetigen Funktionen a,b: R — R

Annahmen: a, b seien monoton fallend, a habe genau eine Nst. n > 0, b habe genau eine Nst
v>0

Losungen raten: y(t) = 0 lose 2’ = a(0)z; z(t) = et

Folgerung: jede Losung, die zu einem Zeitpunkt tg € R in > 0, y > 0 ist, bleibt dort zu
allen Zeiten!

Es gibt die Losung z(t) =&, y(t) =7

Zur Begriindung des Losungsverlaufs:
Das System hat 1. Integral der Art

E(z,y) = F(z) + G(y)
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b() a(y)
F’ = 7 / P
@ =-"2 ¢y = -
Wahle fiir F, G Stammfunktion von —@, —%
F(&) =Gn) =0

Vorzeichen der Ableitungen von F' und G dndert sich bei &, 7

Wiederholung:
Math. Pendel

x” Fsinz =0
Ty Y
<y> B (— sinw)
"Erstes Integral”: 0,E(Z) =0

Ist E ein Erstes Int. fiir ein Dgl.-System &’ = v(Z), dann verlaufen die Lsg. in Niveauflichen

FE = const.; i.a. ist das n — 1-dim Mannigfaltikgkeit.

Lineare gedédmpfte Pendel: 11 > 0 reell, ” Démpfungskonstante”
2 + pr' +sinx =0

()

Verhalten von Losungen am Rand des Zeit-Intervals
Sei v : U — R™ ein stetiges VF und ¢ : (o, 3) — U eine maximale Integralkurve dazu. La.

wird lir% ©(t) nicht exisitieren.
t—

SATZ 2. Sei U C R" offen, v: U — R stg. VF.

Sei ¢ : (a, ) — U eine max. Integralkurve der Dgl #’ = v(x). Der Grenzwert T gll% o(t)

existiere, es sei Zy € U.
Dann gelten 8 = oo, v(Zy) =0
(Deshalb haben # € U mit v(Z) = 0 kritische Punkte des VF)

Folgerung: Ist v noch L-stetig, dann kurvt jede Losung nach Satz 2 ewig um den kritischen

Punkt herum.
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Bew. Satz 2: § = co. Wenn nicht: Gy = § < co.

”von Rand zu Rand”: jeder kompakte Teil von U wird verlassen, wenn [y < oco.
e1(t)

Widerspruch zu tlirgo o(t) € U. Fiir v(Zy) schreibe ¢(t) = :

©n(t)

pi(t+1) = () " G (r(0); t < <t 1
= vj(p(7(1)))
Jetzt t — oo. Also wegen ¢(t) — Zo:
0= Jim ;((r(1))) = v;(Fo) = (7o) = 0
Definition: Sei v : U — R” ein stetiges VF mit v(Zy) = 0 fiir ein &y € U. Gibt es zu
jeder Umgebung W, = {7 : [|Z — Zo|| < €} ein § > 0, so dass jede max. Integralkurve ¢ von
Z' = 0(Z) mit ¢(0) € Wy zu allen positiven Zeiten in W, verbleibt, dann heifit #y Attraktor.
Insbesondere ist dann tlim p(t) = &y fiir jeden Startwert ¢(0) € W
—00

Beispiel: A € K"*" (K =R oder C)
7' = AZ; Losungen: exp(tA)é, @ € K".
Bausteine der Lsg: t*eM, A = EW von A

SATZ 3. Sei A € K™ ™ und \q, ..., A\, seien die komplexen EW, mit Vielfachheit aufgelistet.
Gilt Re A\j <0 fiir alle 1 < j < n, dann ist 0 ein Attraktor.
Beachte: Re A; < 0= \; #0V EW, det A # 0, also ist 0 der einzige kritische Punkt.

SATZ 4 (Poincart-Ljapunow). Sei v : U — R™ ein stetig diffb. VF und #j sei ein kritischer
Punkt. Ist A = J,(Zp) und haben alle komplexen EW von A negativen Realteil, dann ist &
ein Attraktor.

Wiederholung:

Gegeben sei ein stg. VF v: U — R"

Zo € U mit v(Zp) =0 (Z(t) = Zp ist also Lsg. des AWP ' = v(Z), Z(0) = Z).
Ein solcher kritischer Punkte heifit Attraktor, wenn:

(i) Zu jedem € > 0 gibt es 6 > 0 mit:
Ist | & — Zp|| < 0, dann hat jede Integralkurve ¢’ = v(p) mit ¢(0) = Z zu allen Zeilen ¢
hochstens ||p(t) — Zol| < e
(dann lebt ¢ mindestens auf [0,00) )

(ii) 1tlim ©(t) = Zp fiir alle ¢ und (i)
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)
—x
Gilt nur (i), dann heifit &y stabiler Punkt.

Bsp.: v(z,y) =

SATZ 4 (Poincare-Ljapunow). Sei v : U — R" ein stetig difftb. Vektorfeld und 7y € U ein
kritischer Punkt. Sind alle Eigenwerte der n x n-Matrix J,(Zy) = (%) negativ, dann ist
ein Attraktor.

Beispiel: geddmpftes "math.” Pendel: 2" + pux’ + sinz = 0.

/
System dazu: (a:) = ( 4 . > mit y = 2’
y —py — sinx

Ist L-stetig; Losungen leben also auf R. Kritische Punkte sind y = 0, z = k7. In (0,0) liegt

ein Attraktor vor:
)

Funktionalmatrix von )
—py —sinx

0 1
) ist in (0,0) geben durch ( . ) mit Eigenwerten
-1l —pu
—Lti/p—4<o.

Beweisidee Satz 4: Wahl Koordinaten ¥y = 0. Dann (Taylor)
v(¥) = AZ + R(Z)Z

mit A = J,(Z), R(Z) — 0 (Z—0).

Die Losung des AWP &/ = v(Z), Z(0) = Iy ist eindeutig besimmt; diese sei ¢. Das ”nahe”
System &/ = AZ mit derselben Anfangsbed. #(0) = % hat #(t) = e!4Z

Schreibe deshalb o(t) = et4Z(t) mit Z(0) = &y

Kurze Rechnung;:
=v(z) & 7 = e MR(p(t))eMz

Direktes Abschiitzen liefert ¢(t) — 0 (t+ o) aus R — 0.

9.6 Der Fluss eines Vektorfeldes

2/(t) = x(t) hat Losungen ce!, c € R
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c=x1(0) z1(t) = ce!
cte=u1z9(0) xa(t) = (cte)e

= 29 — 1 = *eet

Von jetzt an sei v: U — R” ein stetig diffb. VF auf U.

Insbesondere haben AWP Z' = v(Z), Z(0) = ¥ eindeutige maximale Losungen.

Ziel: gegeben zwei AWP:
71" =v(7), 71(0) = F10,
75 = v(#y), T2(0) = T
Schitze ||Z1(t) — Z2(t)|| durch [|Z1,0 — Z2 0] fir alle Zukunft ab!

Bsp.: 2’ = 2 = besser als exponentiell in ¢ kann gar nicht erwartet werden!

SATZ 1. Gegeben sei v wie beschrieben, #y € U und ¢ : [0,b] — U eine Integralkurve von
Z' = v(Z) mit p(0) = Zo
Dann gibt es » > 0, L > 0, so dass

(1) jede Losung eines AWP #/ = v(z), ||#(0) — Zo|| < r ist mindestens auf [0, b] definiert.

(2) Sind 91,12 Integralkurven mit |[1;(0) — Zo|| < r, dann gilt
l91(t) = Y2()]] < [1v1(0) — 2(0)]| ™"

Um jeden Punkt ¢(t) lege Kreisscheibe, Radius ¢ > 0. Deren Vereinigung heifle K (g) =
7 o-Wurst” aus dem Bild.

(3) Liegt K, C U, dann kann L = ggz;{x“JMf)H gewahlt werden.
TEH,
rel? = o

Sei v wie oben beschrieben. Sei I C R ein Intervall, 0 € 1.
Sei Uy C U, Gibt es eine Funktion ® : I x Uy — U mit:

t — ¢(t, To) 16st das AWP ' = v(F), Z(0) = %

dann heifit ®(¢) der (lokale) Fluss auf I x U.

Ist I =R, Up =U (z.B. bei linearen Dgl), dann heit ® der globale Fluss.
od
ot

Alternativ: t, %) =v(®(t,%)); ©(0,7) =7

SATZ 2. Jeder Fluss ist stetig diffbar (als Funktion von (¢, %))
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Ziel: der Fluss ist volumentreu < +v = 0 auf ganz U

Wiederholung:
v: U — R", stetig diffb. VF
Sei I C R, 0€I; Uy CU. (Ein) lokaler Fluss auf I x Uy ist eine (diftb.) Abb. ® : I x Uy mit

(i) @ part. diffb. nach ¢,
(il) 22(t,7) = v(®(t, 7))
(iii) ®(0,7) =2

(m.a.W.: fiir jedes Zy € Uy 16st t — ®(t,Zy) das AWP 7’ = v(¥); Z(0) = &)

Wenn es den lokalen Fluss gibt, dann ist dieser eindeutig (denn Z’ = v(Z) ist lokal Lipschitz

wegen: v diffh.).

Fixiere ein t € I. Dann heif3t
O, Uy —U; &— (L, )

Zustandsabbildung (zum Zeitpunkt t).
Da AWP diffb. vom Startwert abhéngt, ist ®; : Uy — ®+(Up) bijektiv und diffb. Ist
Vo = ©4(Uyp), dann lasse Zeit riickwérts laufen; Umkehrung diffb.

SATZ. Die Zustandsabbildung bildet Uy fiir jedes ¢ umkehrbar und in beide Richtungen diffbar
auf ®,(Up) ab.

SATZ. Sei U offen, U C R™, K C U kompakt. Sei U C K. Dann gibt ¢ > 0 (héngt nur von K

ab!), so dass mindestens auf [0, c] x Uy der lokale Fluss existiert.
Erinnerung: SATZ. der Fluss ®(t, Z) ist stetig diffb. auf I x Uy

In der Def. des Flusses diff. nach x;. Wegen %% = % aii
0

a‘]@t(f) = Jv((I)(t, f))']@t (‘f) (*)

(hier ist Jp die Funktionalmatrix einer Abb. F)

(¥) ist Dgl-System 1. Ordnung fiir die n? Eintrige in Jg,; ” Variationsgleichung des Vektor-
feldes v”

Nach dem Satz von Liouville nimm det von (x).:

% det Jo, (Z) = divo(®(t, 7)) det Jo, (T)  (¥x)
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(#x) erklért die Divergenz anschaulich: ist div (&) > 0, dann wird eine "kleine Umgebung”

von & mit laufender Zeit durch den Fluss griffer.

Folgerung: Sei Uy C U eine Menge endlichen Inhalts [, dZ. Zu jedem Zeitpunkt ¢ habe
f(b A(A) dZ denselben Inhalt. Dann div = 0.

9.7 Einige gewdhnliche DGL und ihre Losungen

nur gewodhnliche Dgl einer Variablen.

(1)

die homogene lineare Dgl 1. Ordnung: 5" = A(x)y(x)
Sei dabei I C R Intervall, A: I — R stetig.
L = Losungen; bilden 1-dim. VR. Insbesondere ist y(x) = 0 eine Lsg.

Ist z.B. y(z¢) > 0, dnn A(x) = 1;((:”)) (logy)’

/A / logy) =logy(z) + ¢

=y(z) = exp/A(t) dt, a € R beliebig

zo

Also ist L = {aexp [ A(t)dt: a € R}

x0
die lineare inhomogene Dgl 1. Ordnung ¢’ = A(z)y + B(z) mit A, B: I — R stetig.
Gesucht ist eine Losung v; dann sind alle Lsg. gegeben durch ¢ + ¢, p € L={¢: ¢’ =

Ap}
Ansatz (Variation der Konstanten)

Y(x) = a(x) exp/A(t) dt

Y'(x) = d () eXp/A dt | + a(z)A(x) exp]A(t) dt

Y =AY+ B < B(x) =d(x) eprA(t)dt

Eine Losung entsteht durch
B
o) = [ —2E—ae
zo exp [ A(t)dt

o

xT
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(3)

Bernoulli-Differentialgleichung v = A(x)y + B(z)y®
mit stg. A, B: I — R stetig; a € R, o # 0 (sonst Fall (2)), o # 1 (sonst Fall (1))

Idee: sei ¢ eine Losung mit p(z) > 0 auf ihrer Def-Menge.
Betrachte 9 (z) = p(x)! =

(
= (1 —a)(A(x)y(x) + B(z)) ()

Jede Lsg. ¢ der Bernoulli-Dgl mit ¢(x) > 0 iiberall liefert iiber 1) = !~ eine Lsg. der
inhomogenen Dgl ().

1
Ist umgekehrt v eine positive Lsg. von (*), dann 1ést ¢ = 1) @==) die Bernoulli-Dgl.

1 f(@)
Dgl der Form y' = 90

”Trennung der Variablen”

dy _ [f(z) _
dz  g(y) < g(y)dy = f(z)dz

— ok als Diff-Form, denn: dy = ¢/(z) dx = % dx

—

]f(t) dt = jg(y(x))y’(w) dx

Zo

Ist F' Stammfunktion zu f und G Stammfunktion zu g, dann gilt also
c+ F(z) = G(y(z)) mit ¢ beliebig.

Ist g immer positiv, dann ist G monoton wachsend, also umkehrbar,
y(z) = G e+ F())

Das Letzte: Die Riccati-Dgl
A, B,C: I — R stetig.

y = Alz) + B(a)y + C(x)y* ()

i.a. gibt es keine elementaren Losungen.

"spezielle Riccati-Dgl”:
y =y*+ 62 (BER, acR)

(B=0, C =1, A(x) = px®)
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”Sétzchen”. Gegeben sei eine Riccati-Dgl und iene Losung ¢ : I — R. Sei ¢ : I — R
diffbar, p(z) # ¥(x) ¥V z € 1.
Genau dann 16st ¢ die Riccati-Dgl, wenn (p% = 1 die lineare Dgl

' =-n2C(z)y(x) + B(z)) = C(z)  (+%)

lost.

Letzte Vorlesung 16st (#x) vollstandig. Ist ¢ eine Losung von (x), dann ist entweder ¢ =

oder ¢(x) # (x) V x.

Also sind alle Lsg. von (*) bekannt, sobald eine Losung bekannt ist.

denn:

n’=m=—n(20¢+3)—0

b
©—1
¢ — ' = (p—¥)(20% + B) + C(p — ¢)?

Y = A+ By + Cy?
= ¢/ = A+ By + C¢?; alles umkehrbar!

(2C¢ + B) — C

Sonderfall: ¢/ = y? + 3 BeR
dy
v2+B

Fur 8 >0

dx

1 y
——arctan —= =x +c¢

VB VB

Leider gilt: v/ = y? 4 Bx® habe fiir 8 # 0 eine elementare Losung.

n_pel

:>a:—2, a:m,

9.8 Die Fourier-Transformation

f: R — R, L-intbar. <:> 70 |f(z)] dx, Lofo f(z) dm)
L'(R) = {alle solchen f}
Sei f € L'(R)

fyi= [ se e a
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f : R — C; heiflit Fourier-Transformierte von f;
LNC)={f=g+ih: gh€ L\R)}; f:=g+ih

- L fzf <1
Beispiel: f(x) =
0 sonst.

6727r7,tz 67271'11 _627r7,a: _ sin27z

1 _
—2miT ‘—1 - —2mix T

~ 1 .
f(.f) — f 672mt:p dt =
—1

Wir sehen: f € L'(R), aber f nicht
Zunéchst im Beispiel ist f stetig, obwohl f es nicht ist!

|[f)e 2] = |£(2)]

SATZ 1. ist f € L'(C), dann ist f : R — R stetig, und es gilt lim f(z) =0
r—00
Sei t: R — R Treppentkt mit [ |f —t|dz <e
Fiir ¢ kann wie im Beispiel ¢ explizit ausgerechnet werden;
lim #(z) =0
r— 00
o

f(x) - f(:v) = [ (f(u) —t(u)) e—2miuz g,

f@) — i) < [ 1)~ ) du < e

allgemeines Prinzip: ist f ”stark lokalisiert”, dann ist f ”breit”

Rechentrick: ”Faltung” von Funktionen
Gegeben f,g € L'(R)

fglx) = / fw)g(z —y)dy

heifit Faltung von f und g. Es gilt fxg=gx* f
(fi+fa)xg=fixg+ faxg

SATZ 2. f,g€ LY(R) = f*g € LY(R)

denn:
[15g@as= [1 [ rwgte v dyl o

://|f(y)g(x—y)dydx:/!f(y)!dy/lg(Z)le

(lz[ <1)

1
Beispiel: f(x) =
0 (sonst)
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SATZ 3. Seien f,g € L*(R). Dann gilt m = fg
Beispiel: k(z) = max(0,1 — |z|)

oy - (227

("seltenes Paar”: k und k sind nicht-negativ)

k=k

SATZ 4. Ist f € L'(R) und f(z) = 0 auBerhalb eines endlichen Intervalls. Dann hat f Werte
# 0 mit beliebig groflem x.

Wiederholung:

L'={f: R—K; fLintbar} K =R oder C
(= f,|f] sind iiber R intbar)

Erinnerung: & € R"™ :

1202 = /22 fail?; (121 = 32 |l

[ 7|00 = max ||

£l = J 1£(0)de (ant L)
[/l = sup £ (1)
7= T 172 2= (72 1l < o0}

Fiir jedes f € LY(R) ist
fla) = 7f<t>e"2m dt

fiir jedes = € R existent; f(:c) ist stetig;
f(@)] < ?lf(t)ldt = £l

A [|floe < £ es gilt

lim f(z) =0

r—00
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f,9 € LY(R). Bilde

e /f

SATZ 2. fge L' = fxge L!
SATZ 3. f,ge L' = fxg=f§

o0
—_—

frglz) = / frg(t)e ™ dt

/ / fly y) dy e 2™ gt
= 779(75 —y)e At f(y)dy  t—y=s
_ // ) 4y £y dy

] ( [ sty ) R

= j(2)f(x)

(fi+f)xg=fixg+foxg, fxg=gx*f

Frage: gibt es k € L', die fiir * eine "Eins” ist, d.h. kx f = f ??

f@) = [ ) fa =y dy—/f

Gibt’s nicht, denn: f = =kf=k

Einige Transformationsformeln:
LEMMA 1. f,g € L'. Dann gilt

7 f(@)g(x) do = 7 f(2)g() da
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denn:
/ f(x)g(x)dx = / / f(z)g(t)e *™ dt dx dt und dz tauschen nach Fubini
~ [ fogw

SeiheR, feL'. "f:R—-R; z— f(x+h)

P i(z) = / hp()e2mite gy / Ft+h)e 2 gt tah—s

_ / f(8)6—27rix(s—h) ds = e27riha:f(x)
—00

LEMMA 2. Ist fiir b € R die Fkt. " f durch " f(2) = f(z + h) erklirt, dann gilt fiir alle f € L!
P(a) = (@)

Sei A >0, fe L' Sei fr(z) = Af(\x)

Alz) = / MAe 2™ qt M=s

_ /Oof(s)ezmxs/x ds = f (§>

LEMMA 3. Sei f € L', A > 0 und f\(z) = Af(Az). Dann gilt

A =f(3)

—

Warnung: (f)x(z) = Af(Az), nicht verwechseln mit (fy)(z) = f (%)

In iibersichtlichen Situationen: (sin f)”"
F-Trafo und Ableitungen: f, ' € L'; lirin f(z))=0
}\./(.’II) _ / f/(t)ef27ritz dt = — / f(t) gteZWitx dt

= 2mix / F(t)e 2™t gt = omix f(x) (1)
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%f(x) = % / f(t)e—Qm‘tx dt = — / omit f(t)6_27ritx dt
— —(nmitf(1)) P () @)
LEMMA 4.

(i) Ist f, f/ € L' mit lim f(]z|) = 0, dann gilt (1)

(ii) Sind f(¢) und tf(¢) in L', dann gilt (2)

2

Beispiel: f(z) = e ™"; f'(z) = —2rze ™ = 27z f(x)
= f ist die (einzige!) Losung der Dgl ' = —27zy mit y(0) = 1.

Es gilt

f(.%’) — / effrt26727ritz dt

d r .

%f(a:) (: - / it e~ ™ e 2T gy
:Z/ <(§te—7rt2> —2mitx dt
- 4 / e—ﬂ't2 (aat e—271'it:c> dt

—00

— 97 / e*ﬂt2672ﬂ'itxdt
= 2nxf(x)

Es gilt aber f(0) = [ e ™ dt =1 (wegen [e* dx = \/T)

f geniigt also derselben Dgl wie f, f(0) = f(0).

Also: (e7™) N (z) = e~ ™",

Wir brauchen jetzt eine Funktion k € L', k(z) = k(—=z), k(0) = 1, [k(z)dz = 1. Es sei
ferner: k(x) >0, k(z) >0, k = k.
Solche gibt’s: k(z) = e~ ™; k(z) = max(0,1 — |z|)

f(z) = (Si?rzx)Q
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k = k lésst sich nachrechnen oder: k(z) = (%)2

”Wunschkatalog”: gesucht Fkt. f: R — R mit:
(i) ke L', ke L!

(i) k(x) >0,
hatk(x) >0V xz € R

(i) k(0) = k(0) =1 k(0) = [ k(t)dt

>>

(iv) k(z) =k(—z) VzeR; k

o0

k(z) = / k(t)e 2™t gt

—00

Erfiillt k£ den Katalog, dann auch k. Jede solche Funktion heift Summationskern.

LEMMA 5. Ist kK Summationskern, dann auch k.

. . _ 2 ., .
Die Funktion e~2™" ist Summationskern.

kx(z) :== Ak(Ax) (def. fiir A > 0)

— Me(Az) = Ak (Az) = k()
LEMMA 6. Ist k Summationskern und A > 0, dann gilt
kx = k»

Wie sieht ein Summationskern aus?

X
Wiihle § > 0 und dann X = X (k,6) mit [ k(t)dt >1-9

-X
T T
kx(t)dt =X [ k(A\t)d(t)
[
AT
= /kz(s)ds T=X/\
AT
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/ F(@)ka () dz = / F(@)ka(—x) dz = f % kx(0)

gilt fiir jede f € L*

LEMMA 7. Sei f € L', in 0 stetig und | f(x)| < c fiir alle . Dann gilt fiir jeden Sum.-kern k
Jm frka(0) = £0) ()

Ist k(t) = e*”Q, dann gilt () sogar fiir alle f € L', die in 0 stetig sind. (d.h. hier muss f

nicht beschrankt sein!)

Warum?

f/{:)\ f(z) = f(0)+ sehr klein
fk'/\ )dz = f(0)

Sel e > 0 beliebig. 39 > 0 mit |f(z) — f(0)| <e V || <o

Waihle A so grof, dass <d

() X/
[ w@r@d= [ w@iedas [ @
o0 —X/x |2]> X/
klein, < dc
X/6
mit |[F| <e+d: f(O)(L+F)vor [ ki(z)f(z)dx
~X/5

Zusatz zu LEMMA 7. Ist f in O nicht mehr stetig, existieren aber

£(04) := lim f(x) und £(0-) = lim f(2)

dann gilt unter den sonstigen Voraussetzungen wie in Lemma 7

. 1
/\h_)n;o kx* f= §(f(0+) + f(0-))

Erinnerung: [ fgdz = [ fgdx (Lemma 1

)
/f(w)a(:c) dr = /f(x)ﬁ(x) dr = /f(x)l@\(x) dx = fxkx(0) — £(0)

Fourier’scher Integralsatz Sei f € L', in 0 stetig und beschrinkt. Dann gilt fiir jeden

Summationskern

1
AEE‘O/f
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9.8 DIE FOURIER-TRANSFORMATION 97

Spezialfall: k(t) = e’

= lim /f _7””//\) dx

A—00

Korollar: ist f € L', dann gilt

[ f@ydo = 5(0)

Sei h e R; "f(x) = f(z+h) "f(0)=f(h)
hf(x) = e™he f(x)

Fourier’sche Umkehrformel: Sei f € L', in h € R stetig, und auf R beschriinkt. Dann gilt fiir

jeden Summationskern

lim / FO)eF E(t/N) dt = f(h)

A—00

Ist f in h nicht stetig, aber f(h+), f(h—), dann gilt

A—00

lim / FOeT (/3 dt = S(F(h) + (b))

Spezialfille: k(t) = e ™. Dann muss f nicht beschrénkt sein; fiir f € L* mit f(h+), f(h—)
ex., gilt

o0

%(f(h—i—) + f(h—)) = )\11_{20 f(t)e277ithe—7rt2/)\2 gt

—00

Ist sogar f € L', dann gilt die ” Umkehrformel”

/ Flo)em® e = (7(ht) + F(h-))

Kurzfassung: f(—h) = %(f(h-i-) + f(h—))

Beispiele: k(x) = max(0,1 — |z|)
f(z) = (#212)? > 0, ke L1,

[e.e] X 2
S Tx —omizh
dr = h 1
[ () et ao —maxo - ) ()
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98 DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

= k= k. Mit h = 0 gibt (1):

o 9
/ <51n7r:c> dr = 1
T

— 00

Folgerung: die Funktionen max(0,1 — |z|) =: A(z) und (%)2 =: YT(z) sind Summations-

kerne.

Beispiel:

o0

[ () o= [

—00

>>

>

I
\\ —

1— ) da

Il
[\V]
°>~

mit A=7", T =Aund [ fgdz = [ fgdz

1 27mthk dt
0= [ fre i (5) a

Firk="Y=Fk=A

A
e+ 5 = i [ e (15 ar

A

Fourier-Transfo auf Partielle DGL

- / Flye 0" dy
Fro@) = [ 1w

Interpretiere auf R" : f: R — R, L-intbar.

= /f(g’)e—%ri(f,g) dg‘: // (/ f(g)e—Qm'zlzn dm) e—27ri;c2y2 ddeyn
R™ —oo — 00
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Umkehr-Formel bleibt richtig:
[ f@emen ay = pia)
wenn f int-bar auf f in & stetig ist.

Faltung:

fg(@) = / f@o(@ - ) df
R’VL

:/.../f(yl,...,yn)g(xlyl,...)dyl...dyn

Alles, was bisher gemacht wurde, bleibt auf R" richtig, wenn zy als (Z, %) gelesen wird.

Beachte:

af —2mi(Z,7) _ ; =
o (y1-..yn)e dyi...dyn, i (2mix1) f(T)

(wenn a‘% e L', f(&) — 0(|7]) — oo)

Fourier’s Behandlung der Warmeleitung

22@3 — E;z: = f(a:,t) = (2m’x)2ﬁ + (—2mit)a
ﬂ(l’,t) _ f(xat) _ f(.’IJ,t)

—2mit + (2miz)?  —4m2x? — 2mit
Allgemeiner koénnen ”partielle Dgl mit konstanten Koeff.” so behandelt werden:
P(z1,...,2,) Polynom: (z.B. 212 — x9; 112 — 222, z1292...)
o) 0 : 9?2 o . 0° 92 . 9 92
P(Tml,...’ m) Dlﬁ—Operator zZu P’ Z.B. 7a$12 — 871'27 81‘12 — (913227 TxlanQ
Eine (inhomogene) part. Dgl mit konstanten Koeff. ist gegeben durch ein Polynom P und

eine Funktion f: R™ — R in der Form
0 0
Pl—, ., — =
(8.%1’ ’ 8l‘n> b f

d 9 " : s
P <(9931’ e M) u) = P(2mizy, ..., 2miz,)U

)
)= P(27iZ)

~hy
Il
7N
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allgemeines Prinzip: ist P(Z) # 0 auf R", dann kann u mit der Umkehrformel berechnet

werden!

Vorsicht: ob es eine Losung gibt, hingt empfindlich von P und f abl! (Fiir Wérmeleitung
und 24 — 24 = f(z,t) o.k.)

9.9 Fourier-Reihen

f: R — R, Periode 1
[0,1] wird Gruppe unter Addition, wenn ”ganze Anteile vergessen werden”
r€R; [z] € Z; {z} €]0,1)

= [z] + {«}
{z+y}f: R/Z — R sind dasselbe wie 1-periodische Fkt.

1
= /f(x)e_%i‘m dx mit n € Z
0

f(n), n € Z heiBen Fourier-Koeff. von f € LY(R/Z).
Hier ordnet die F-Transfo jede 1-periodische Fkt. eine Folge f : 7 — C zu.

LEMMA 1. f € LY(R/Z)= lim f(n)=

In|—o0

Py = /@ O=se<l g _ / Fz)e 27 qy — f(n)

0 sonst

Fiir f,g € LY(R/Z) sei

frglz /f y)dy = g * f(x)

SATZ 1. f,g € LY(R/Z) = f* g € LY(R/Z) und es gilt

fxg(n) = f(n)a(n)

denn:
1

f#g(n / £ * gl)e2mm i = /1 [ H)gte — g dedoy

0

/ [ Hge)e 0z dy = Fgin)
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Es glbt kein LY(R/Z) mit k* f(z) = f(x) ¥V f, V z.
k

(sonst.: f l%f (n) =1V n, geht nicht wegen Lemma 1.)

Ersatz ”Fejer-Kern”:

kn(t) =

sin 7t

1 <sin(2N + 1)mt

2
N1 ) , hat Periode 1;

Zum Vergleich: fiir F-Transfo:
K(t) = (250) K (1) = AK (M)

i

K\(t) = % (M)Q = K = max(0,1 — |z|)

i

SATZ 2. (Approximation der Faltungs-Eins). Sei

1 <sin(2N + 1)m)2

kny(t) =
n(t) N+1 sin 7t

Sei f € LY(R/Z) in x € [0, 1] stetig. Dann gilt
A}im kn * f(x) = f(x)
Ist f in x nicht mehr stetig, existieren aber f(z+) = }lLl{]% f(zx+h)und f(z—) = }IL{% f(z—h),

dann gilt noch

LFa) + fam))

Jm ko fe) =5

Beweis: siche Faltung auf L!(R) in Pararaph 8.

Umkehrformel: sei f € L'(R/Z), in = € [0, 1] gebe es die Grenzwerte f(x+), f(x—). Dann

ist

i 3 Ferin (1= 51) = S + 7o)

N—oo
[n|<N

Folgerung: ist io: | f(n)| konvergent, dann % f(n)e2mine — (f(z+) + f(z—))

n=—oo n=—oo

Analoge Formen fiir F-Transfos: (siehe Paragraph 8)

A
jim [ e (1B dy = S + 10-)
A
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Merkregel: stetige, 1-periodische Funktionen sind durch Angabe ihrer F-Koeff. eindeutig be-

stimmt!

Anwendung: Warmeleitung in einem ringférmigen Draht:
Gesucht ist eine Funktion u(z,t) mit z € R/Z und ¢ € [0, 00) mit M = % = f(x,t)

Sei f € LY(R/Z) stetig differenzierbar. n #0

1 i e—2minz —27rmz
— —2mizn g
/f(m)e v=f@) 2min |0 /f 27rm
0

/f/(x)e—%rinz dx 1. — f/(n)
0

2min 2min

LEMMA 2. Ist f € L'(R/Z) zweimal stetig differenzierbar, dann gilt

1
F0)] < G [ 1570
0

Insbesondere kann jede 2mal stetig diffbare 1-periodische Funktion f in der Form
o0
Z f(n)eQWinaz
n=—oo

geschrieben werden!

Ansatz fiir die Warmeleitungsgleichung: fiir jedes ¢ € [0, 00) kann u(z,t) als Reihe

e}

u(x,t) = Z Cn(t)eXm e

n=—oo

geschrieben werden; diese Reihe ist a priori absolut konvergent.

Annahme: ¢, (t) sind nach t diffbar!

oo

2 o'}
gag - 6;; = Z en ()X (2min)? — Z e (£)e2mine

n=—oo n=—oo
00
Z by, (t) 627m'mv
n=—00

Also a—“ - % = f(z,t) gilt genau dann, wenn:

cn(t)(2min)? — ¢,/ (t) = by (t) fiir alle n € Z, alle t
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Diese Dgl’s sind von Hand explizit 16sbar = Losungen u(z,t).

"Inverse Fourier-Theorie und die Faltung auf Z”:
[e.9]
Faltung auf R: f,g € L'(R)  fxg(x)= [ f(y)g(z—y)dy
—00

Faltung auf R/Z: f,g € L'(R/Z) gz flf —y)dy
0

Faltung aufZ : f,g: Z — C
fir z,y,2 € Z  fxglx)= 3 fly)glx—y)

y=—00

INZ)={f:7Z— C; n:ioo | f(n)| konvergiert}
5 9@ < STUWel )l = SU@I Tl mit = =2y

Diese Rechnung zeigt: fiir f,g € I*(Z) konvergiert die Reihe

frgla Z fly

Yy=—00

fiir alle x € Z absolut, es gilt fxg=g* f, und f x g € L'(Z)
Jedem f € [1(Z) ordne zu

Z f 27rmw

n=—0oo

diese Reihe konvergiert gleichméBig, und deshalb ist f € L'(IR/Z) sogar stetig.

LEMMA 3. f,g € [Y(Z). Dann gilt (f * g)" = fg

(f*9)"(z) = Z f*g(n)e*™me = Z Z F(k)g(n — k)e2mine

n=-—00 n=—00 k=—00

= Z f(k) Z g(n — k)e*mne in—k=m
k=—oc0 n=-—0o

_ Z f(k) ( Z g(m)e27rimz> e27rik:z
k=—o00 m=—00

= f(x)g(x)

M={teR: t>0}; f,g: (0,0) = R
Falten auf M:

fg( 7f ( >—g*f(:lr) y—ay
0
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Poisson’sche Summenformel

feL'(R): F(x):= f f(xz 4+ n) hat Periode 1

(denn F(z+1)=> f(z+(1+n))=F(z) mit k=n+1)

o 1

F(l‘) _ Z eQﬂikz/F(t)EQﬂ'ikt dt

k=—00 0

00 [ I
Z f(x—i—n) _ Z eQm’kx/ Z f t—i— 1 —katdt
k—oo 0

n=—o0 n=—00
. n+1
Z p2mika Z / f 727rzk (t—n) dr mitt+n=r
k=—00 k=—oc0 o
00 00
_ Z 627rikx / f(T)e—Qm'kT dr = Z f(k;)e%rik:p
k=—o0 VAN k=—o0

Poisson’sche Summenformel. Sei f € L!(R) und 2mal stetig diffbar.
o0
Die Reihe > f(n + x) konvergiere gegen eine stetige Funktion.

n=—oo

Dann gilt

S Satn= 3 ke

n=—oo k=—oc0

Speziell fiir x = 0:

Yo fmy= > fn)

n=—oo n=—oo

Beispiel: f(z) = T(x) = (S‘n”) f(z) = Alx) = max(0,t — |z|)

Alle Voraussetzungen ok!

2D o

Speziell: z = 3 (sinm(n+3))2=1

1
L= Z 7r2(n+ o _42 2n+1

n=—oo
1 1 1

=38 =8 st s+ = ..

P R CRETE T
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Ubungen:

(1) was passiert mit z = % in (x)?

(2) was sagt Poisson’sche S -Formel mit f(z) = e~™

(e8]

Soeben gesehen: %ﬁ =5 m

3

Ziel: Funktionen mit ”grofler Periode” 2T transportieren mit T — oo Fourier-Reihen in F-
Transfo:

f(z) fir |z| < T

setze fort mit Periode 27T

f:RHRa FT(-CU)Z

= Gr(§) := Fr(2T¢) hat Periode 1

1

Fr(2T¢) = Y & / Gr()e e de  2Te =7

n=—oo

D=

00
_ % Z eQm‘n{ FT(T)€—27rin% dt

/

)
_ % Z 62m'n£ f(7_>6—27rin% dt

n=-—00 T

T

FT(x):ﬁ Z 62”"2?/1"(7)62””2? dr

n=-—00 Zr

o0

/ f(T)e_%iTy dr dy

—00

fla) = 702

f()
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9.10 Der Schwartz-Raum und die F-Transfo als orthogonale
Abbildung

Laurent-Schwartz:
FEine Funktion f: R™ — R heifit rasch fallend, wenn gelten:

(i) f ist oo oft diffbar

(ii) Fiir Polynome P,Q : R™ — R gelte

lim P(f)Q( o . 8) F(@) =0

|| — 00 Ox1’ " Oz

Beispiele rasch fallender Funktionen:
flo)=e
1(#) = e
e /* (x> 0)
0 (x <0)
h(z)h(1 —z) =0 auf x < 0 bzw. > 1
>0auf0 <z <1

h(zx) =

Sei K C R™ kompakt; f sei oc-oft diffbar mit f(#) =0V & € K. Dann ist f rasch fallend.
(denn unter F-Trafo tauschen (ii) P und @ die Rollen)

G = Menge aller rasch fallenden Funktionen auf R"” = ”Schwartz-Raum”

N G™ — G" bijektiv (wegen Umkehrformel)

>35>

wegen f = f kommen als EQ nur +1, i in Frage!

Auf G" gibt es ein Skalarprodukt:

(f.9) = [ f@g(@)dE  |(f,9)=(f.9)

Wiederholung:
lim zFf™(z) =0 (alle &, alle n)

|z|—o0
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6" ={f: R" — C rasch fallend}
\/’ 6" - G
Auf G" gibt’s ein Skalarprodukt:

(f.9) = /f(f)g(a?) dz
Rn

Es gilt

(f.9) = (f.)

”F-Transfo is orthogonal”; EW konnen héchstens +1, +4 sein.

I£13 = [ 1f(@)? dZ = (£, f)

| fl2: ™ — [0,00) ist eine Norm; es ist || f]l2 = || f]|2
/f|2 dz = / |f|? dZ (Parseval’sche Gleichung)

Ilf — gll2 < 2 Intervallbreite der Glittung.

Das zeigt: Grenzwerte von Folgen in &™ sind i.a. nicht einmal stetig.

Sétzchen: seien f, € & eine Folge rasch fallender Funktionen, und V e > 0 3 N mit || f,, —
fmll2 < e fiir alle n,m > N.
Dnn gibt es eine Nullmenge £ C R", s.d.

lim f, (%) =: f(&) fir alle ¥ ¢ F,

und es gilt [|f|?d# < oo. Wird &" durch diese Grenzwerte ergéinzt, dann wird aus &" ein
vollstindiger Raum mit Skalarprodukt; dieser heifit L?(R™).

Def. der Fourier-Transfo auf L?(R").
Problem: i.a. existiert [ e™2™¥ f(y) dy nicht, wenn nur [ |f|?dy < oo bekannt ist.
~1
y (y>1)

Bsp.: f(y) = 0 <1
Y

(o] oo
ist in L2, und [y 2dy < oo, aber [y~ !dy ex. nicht!
1 1

Losung: f € L?. Wihle f, € & mit f, — f; f, Cauchy; = fn sind Cauchy in L?. Definiere

A~

f:=1lm f,

Alternativer Zugang:
K C R"™ beschrénkt:

I[l.|f|df§ Qldf /\f|2dx
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Auf beschriinkten Mengen gilt L' C L?
f@) llZ| <N
0 %] > N
If=fald= [ |f(@FdZ—0(N - o0)
[lzl|>N
Jim [ p@e D di = f

IZl<N

Sei jetzt f € L? gegeben; f, (%) =

(auBlerhalb einer Nullmenge)

2 ={(an) : 3 an]? < oo}
Fourier-Reihen: Y a,e?™* = f(x)
fe L2[0, 1]

f f(z)g(z) dz; e*™* sind ONS bzgl. dieses Skalarprodukts

( )= f=>(f T ||2>
mit

h
{f,9) = X ay(n)ag(n) m <

i) = ag(n)

Satz von der Unschirfe

(i) Sei f € L2(R) mit f(z) = 0 auBerhalb von |z| < N, fiir geeignetes N. Hat auch f diese
Eigenschaft, dann ist f = 0 (und damit auch f)

(ii) Sei f € L?(R). Dann gilt
2

/tQ\f()Ith [iora > /f\?dx

—00

”

”Heisenberg’sche Unschirferelation
Beweis:
(i) schriftlich!

(ii) reicht: f € &

[eiwra =1 [17pa= [ 17Pa
([eera) ([irea)=(/ Itff’|)2
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9.11 Laplace-Transformation

Def.: da Laplace-Transfo: betrachte f : [0,00) — C
Wenn das Integral

Lf(s) :—/f(t)etsdt
0

existiert, dann heift £ f die Laplace-Transformation von f (an der Stelle s € C)

s = 2miz; def. f(t) =0 fiir t < 0. Dann ist
Lf(2miz) = f(z)

Bemerkung 1 (zur Existenz): Ist f messbar und gibt es reelle Zahlen M, a mit |f(z)| < Me®*,
dann ex. Lf(s) fiir alle s € C mit Re(s) > a

oo o0
denn: /eate_ts dt = /et(a_s) dt ex.
0 0

SATZ 1. Gibt es ein sg € C, so dass Lf(sp) existiert, dann ex. das Integral L f(s) fiir alle s
mit Re(s) > Re(so)

inf{Resp: sp € C: Lf(sp) ex.}= oo(f), Konvergenzabzisse;

SATZ 1.
In Re(s) > o(f) konvergiert die Laplace-Transfo;
in Re(s) < o(f) ex. sie nicht

Gibt es zu f: [0,00) — C reelle M, a mit |f(x)| < Me*®, dann heifit f zuldssig.
Dann ist £f in Re(s) > a holomorph.

o

d d —sx
dSLf(s):dSO/e f(z)dx
= / %e_smf(x) dr = — /:L‘f(m)e_&E dx
0 0
= —L(zf(x)) (s)

Bis auf Skalierung sind L-Transfo fiir Dgl-Probleme genauso geeignet wie F-Transfos.
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Vorteil: L-Transfo ex. fiir f mit exponentiellem Wachstum (typisch fiir Dgl), F-Transfo ex.
nur fiir f € L'(R) (also "klein” bei +00)

Nachteil: f lebt nur auf ”Halbstrahl”, auf [0, c0) (nicht typisch fiir Dgl).

Sind f, f’ beide zulissig, dann ist

/f % dp = F{a)e= 87} J—
0

= sLf(s) — £(0)
SATZ 2 (Vertriiglichkeit mit der Ableitung). Sei f : [0,00) — C zuléssig.
(i) fLf(s) ==L (zf(x))(s)
(i) Ist f diffbar und f” zulissig, dann ist
L(f")(s) = sLf(s) — £(0)

Beispiel 1: sei f(x) =1 auf > 0. Dann ist L f:

B [ —ST|T=00 _ _ j
/e x ( s) e 325 S in Re(s) >0
0

Beispiel 2: f(z) = 2 mit a € C, Re(a) > 0.

diL(x“)(s) =-0 (x““) (s) wegen Satz 2

s

/xa-l-le—sx dr = xa—kl%‘;zgo . (a+ 1)/ QC:S de — a—;— 1£~ (xa) (S)
0 0

Lin e =~ e @) s)

= L(z®) erfiillt die Dgl. w'(s) = —“Tﬂw(s), hat Losung w(s) = cs—(a+1)

Faltung (auf [0, oo) mit +)
f,g zuléssig. f*g(x ff gz —t)dt

(dasselbe wie Ll(R) F altung, wenn f und g durch 0 auf der negativen reellen Achse fortge-

setzt werden)

SATZ 3. f,g zuldssig. Dann ist auch f * g zuléssig, und es gilt

L(f*g)(s) = L(f)(s)L(g)(s)
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denn:

T

L(f*g)(s):/Ooe_sx/f(t)g(x—tdtd ff /gm—t STy it
0 0 0

t

o0

= /f /g e qu dt = Lg(s)Lf(s) mit t —t =u
0 0

SATZ 4 (Umkehrformel). Sei f : [0,00) — C zuléssig.
Dann sei L f(s) die Laplace-Transfo; g(s) := Lf(s).
Sei ¢ € R, dass das Integral rechts in (*) ex.; dann gilt auch

c+100

g(s)e*ds  (x)
c—100
c=0: T =¢e5%: 5=t

(Beweis: Fourier-Umkehrformel + Verschiebung)

SATZ 5. Seien f, g zuléssig < fg zuléssig, und es gilt
c+1i00

27 L(f)(w)L(g)(s —w)ds

c—100

L(fg)(s) =

sobald das Integral als L(R) existiert (z.B. fiir <> 1+ max (o(f),o(g)) ).

Die Mellin-Transfo:

0 0 0

Substitution log x = t fiithrt auf L-Transfo, die auf (—oo, co) def. ist!

Faltung dazu lebt auf (0, c0) mit Multiplikation:

LY((0,00)); [xgla /f ( )

M(f * g)(s) = M(f)(s)M(g)(s)
Umkehrformel: ex. f(z+), f(z—) beide, dann gilt
c+1i00

(flat) + f(z=)) = 5 Mf(s)z™ da

c—100

1
2
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